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Vorwort  zur  ersten  Auflage. 


Jln  den  51/2  J-'^i^ren ,  welche  seit  Einsteins  Begründung 
der  Relativitätstheorie  vergangen  sind,  hat  diese  Theorie  in 
immer -wachsendem  Maße  Beachtung  gefunden.  Freilich  ist 
diese  Beachtung  nicht  durchweg  Zustimmung.  Manche 
Forscher,  darunter  auch  Träger  sehr  bekannter  Namen,  halten 
ihre  empirische  Begründung  für  nicht  hinreichend  fest 
Bedenken  dieser  Art  ist  natürlich  nur  durch  weitere  Ver- 
suche abzuhelfen;  immerhin  legt  das  vorliegende  Büchlein 
Wert  auf  den  Nachweis,  daß  kein  einziger  empirischer 
Grund  gegen  diese  Theorie  vorhanden  ist.  Weit  größer 
aber  ist  die  Zahl  derjenigen,  welche  sich  mit  ihrem  gedank- 
liehen  Inhalt  nicht  befreunden  können,  denen  namentlich 
die  Relativität  der  Zeit  mit  ihren  manchmal  in  der  Tat 
recht  paradox  aussehenden  Konsequenzen  unannehmbar 
erscheint.  Und  hier  ist  vielleicht  mit  einer  zusammen- 
fassenden Darstellung  der  Theorie  gedient,  wie  sie  dies 
Büchlein  geben  will. 

Freilich  ist  die  einschlägige  Literatur  schon  zu  sehr 
angewachsen,  als  daß  jede  Veröffentlichung  hätte  berück- 
sichtigt werden  können.  Sollte  der  Umfang  nicht  über  das 
beabsichtigte  Maß  wachsen,  so  konnten  manche  wertvolle 
Untersuchungen  nicht  oder  nur  im  Ergebnis  aufgenommen 
werden.  Dagegen  dürfte  in  den  grundlegenden  Arbeit-en 
von  Einstein,  Planck,  Minkowski  nichts  von  Belang 
enthalten   sein,  was  nicht  auch  in  der  einen  oder  anderen 
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Form  in  die  gegenwäi*tige  Darstellung  übergegargen  wäre. 
Eingehend  berücksichtigt  ist  auch  der  mathematische  Ausbau, 
den  in  jüngster  Zeit  Sommerfeld  der  Theorie  gegeben  hat. 
Neu  dürfte  die  Behandlung  der  Dynamik  (Abschnitt  \JT) 
sein,  bei  welcher  der  Einfluß  der  elastischen  Spannungen  auf 
den  Impuls  und  die  Energie,  sowie  die  Transformation  der 
Spannungen  von  einem  Bezugssystem  auf  das  andere  in 
vollster  Allgemeinheit  untersucht  werden. 

Bei  dem  Leser  setzt  die  Darstellung  außer  dem  gebräuch- 
lichen mathematischen  Rüstzeug  des  theoretischen  Physikers, 
der  Infinitesimalrechnung  und  der  Yektoranalysis  i)  nur  noch 
eine  gewisse  Kenntnis  der  Maxwell  sehen  Theorie  voraus, 
deren  wichtigste  Gesetze  übrigens  in  §  4  kurz  abgeleitet 
sind.  Die  von  Minkowski  eigens  für  die  Relativitätstheorie 
geschaffen en  Methoden  dagegen  worden  in  den  §9  bis  13 
entwickelt.  Dabei  habe  ich  mir,  während  ich  mich  sonst 
streng  an  die  gebräuchlichen  Bezeichnungen  gehalten  habe, 
manche  Neuerung  in  der  Bezeichuungsweise  erlaubt.  Das 
dabei  zugrunde  gelegte  System  wird,  hoffe  ich,  zur  Erleich- 
terung des  Verständnisses  beitragen. 

Bei  der  Korrektur  unterstützte  mich  in  liebenswürdigster 
Weise  HeiT  Dr.  A.  Rosenthal,  dem  ich  dafür  zu  vielem 
Dank  verpflichtet  bin. 

München,  im  Mai  1911. 

Dr.  M.  Laue. 


1)  Eine    kurze    Rekapitulation    der  Vektorrechnung    findet   sich    im 
Anhang. 


Vorwort  zur  vierten  Ruflage. 


Auch  diesmal  erscheint  das  Buch  im  wesentlichen  un- 
verändert. Nur  konnte  der  Versuch  von  Harress  und  ebenso 
die  neuen  Versuche  von  Zeeman  über  den  Mitführungs- 
koeffizienten aufgenommen  werden.  Im  Abschnitt  über  Dynamik 
sollen  ein  paar  Abänderungen  den  Anschluß  des  zweiten 
Bandes  über  allgemeine  Relativitätstheorie,  dessen  Vollendung 
kurz  bevorsteht,  erleichtem. 

In  Herrn  stud.math.  Max  Gut  fand  ich  hervorragende 
Unterstützung  beim  Lesen  der  Korrekturen.  Ich  möchte  ihm 
hier  meinen  Dank  aussprechen,  ebenso  denjenigen  Fach- 
genossen, die  mich  brieflich  oder  mündlich  auf  Mängel  des 
Buches  aufmerksam  gemacht  haben. 

Berlin,   Oktober  1920. 

M.  y.  Laue. 
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I.  Die  Problemstellung. 

§  1  a.    Das  räumliche  Bezugssystem  und  das  Zeitmaß. 

a)  Wenn  wir  wissenschaftliche  Physik  treiben  wollen,  müssen 
wir  uns  zunächst  in  den  Stand  setzen,  Ereignisie  der  Außenwelt 
nach  Ort  und  Zeit  festzulegen.  Dazu  dienen  uns  vier  Größen- 
angaben, nämlich  drei  räumliche  Koordinaten  und  eine  Zeitangabe. 
Damit  diese  einen  Sinn  bekommen ,  müssen  wir  aber  zuvor  fest- 
setzen, in  welchen  Maßen  wir  messen  wollen,  was  z.  B.  ein  Zenti- 
meter und  eine  Sekunde  ist.  Das  erstere  geschieht  so,  daß  wir 
an  einem  Gegenstaude,  den  wir  für  hinreichend  unveränderlich 
halten,  zwei  Punkte  zeigen,  deren  Abstand  einen  Zentimeter  be- 
trägt; dieser  Gegenstand  ist  dann  unser  Maßstab  geworden.  Beim 
Zeitmaß  liegen  die  Verhältnisse  nicht  so  einfach;  darüber  reden 
wir  etwas  später  noch  einmal.  , 

Aber  diese  Maßeinheiten  allein  genügen  nicht;  wenn  ich  ein 
Ereignis  durch  die  Zeitangabe  „drei  Sekunden"  festlegen  will,  so 
muß  ich  noch  sagen ,  von  welchem  anderen  Ereignis  an  ich  diese 
drei  Sekunden  gezählt  habe;  ich  muß  noch  den  Zeitnullpunkt 
angeben.  Dem  entspricht  im  Räume  das  Koordinatensystem, 
welches  festgelegt  sein  muß,  damit  die  Koordinatenangaben  einen 
Sinn  erhalten. 

Der  älteste  Zweig  der  Physik  ist  die  Mechanik,  und  die  ein- 
fachste und  deshalb  älteste  Frage  der  Mechanik  geht  auf  die 
Bewegung  eines  Massenpunktes,  d.  h.  auf  die  Folge  von  Ereig- 
nissen ,  welche  in  der  Anwesenheit  des  Massenpunktes  an  ver- 
schiedenen Orten  zu  verschiedenen  Zeiten  besteht;  wogegen  man 
Bewegungen  festlegt,  ist  also  eine  ünterfrage  des  allgemeinen 
Problems  der  Koordinatenwahl. 

Nun  wollen  wir  hier  sogleich  eine  neue  Bezeichnung  einführen. 
Zunächst  ist  es  im  Grunde  gleichgültig,  welche  der  verschiedenen 

Laue,  Relativitätaprinzip.     4  Aufl.  i 
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Koordinatenarten  wir  benutzen,  ob  rechtwinkelige  kartesiscbe 
oder  schiefwinkelige  oder  gar  krummlinige  Koordinaten,  wie  man 
sie  in  der  Mathematik  und  der  mathematischen  Physik  häufig  mit 
Vorteil  anwendet.  Denn  man  kann  derartige  Systeme,  wenn  sie 
nur  gegeneinander  ruhen,  leicht  ineinander  umrechnen.  Deswegen 
wollen  wir  im  folgenden,  wo  immer  von  Koordinaten  die  Rede  ist, 
falls  nichts  anderes  gesagt  wird,  an  rechtwinkelige  kartesische 
denken.  Aber  auch  die  verschiedenen  rechtwinkeligen  Koor- 
dinatensysteme, welche  gegeneinander  ruhen,  gehen  durch  einfache 
Transformationen  ineinander  über  und  sind  daher  ohne  weiteres 
durcheinander  ersetzbar.  Auch  von  diesen  Unterschieden  brauchen 
wir  nicht  zu  sprechen  und  beschäftigen  uns  deshalb  stets  mit 
einer  Gesamtheit  aller  gegeneinander  ruhenden  Koordinatensysteme, 
die  wir  ein  Bezugssystem  nennen.  Ein  Bezugssystem  umfaßt 
also  unendlich  viele  Koordinatensysteme,  ist  aber  durch  irgendein 
ihm  angehörendes  Koordinatensystem  völlig  definiert. 

Die  Frage  nach  dem  Bezugssystem  darf  man  nicht  als  eine 
mathematische  Frage  betrachten.  Die  analytische  Geometrie  kann 
zu  ihren  Konstruktionen  irgendein  beliebiges,  gedachtes  Koor- 
dinatensystem benutzen.  In  der  Physik  liegt  es  anders;  wenn  wir 
die  Koordinaten  eines  Ereignisses  messen  wollen,  so  müssen  wir 
unseren  Maßstab  an  irgend  etwas  physikalisch  Wirkliches  anlegen 
können ;  ein  physikalisch  brauchbares ,  wirkliches  Bezugssystem 
wäre  uns  z.B.  durch  irgendeinen  festen  Körper  gegeben,  an  dem 
wir  ja  die  Achsen  und  Ebenen  unseres  Koordinatensystems  mittels 
dünner  Drähte  oder  etwas  Ahnlichem  befestigen  können.  Es 
handelt  sich  also  hier  um  die  Auswahl  dieses  starren  Körpers. 
Aber  da  sind  wir  zunächst  in  großer  Verlegenheit.  Solange  wir 
von  unserem  Bezugssystem  nichts  anderes  fordern,  als  daß  es  die 
Grundlage  für  die  räumliche  Bestimmung  von  Ereignissen  abgibt, 
leisten  alle  möglichen  Bezugssysteme  dasselbe;  es  läßt  sich  kein 
tieferer  Grund  für  eine  bestimmte  Wahl  denken ,  sie  ist  vielmehr 
völlig  in  unser  Belieben  gestellt. 

Tatsächlich  hat  aber  doch  die  Physik  ein  höheres  Forschungs- 
ziel, als  bloße  räumlich-zeitliche  Aufzählung  von  Ereignissen.  Sie 
will  die  Zusammenhänge  zwischen  den  äußeren  Ereignissen  in  der 
Form  mathematisch  auszusprechender  Gesetze  erkennen;  und  wir 
machen  sehr  leicht  die  Erfahrung,  daß  diese  Gesetze  je  nach  der 
Wahl  des  Bezugssystems  recht  verschieden  ausfallen. 
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Für  die  mechanischen  Zusammenhänge,  die  in  bezug  auf  die 
feste  Erdrinde  gelten,  haben  wir  ein  aus  tausendfacher  Erfahrung 
entstandenes  Gefühl.  Sind  wir  im  fahrenden  Eisenbahnzuge,  so 
übertragen  wir  unwillkürlich  dies  Gefühl  auf  ein  Bezugssystem, 
das  die  Bewegung  unseres  Abteils  mitmacht,  und  wir  wissen,  wie 
sehr  uns  dies  Gefühl  täuscht,  wenn  der  Zug  anfährt,  bremst  oder 
eine  Kurve  durchläuft.  Die  Zusammenhänge  sind  eben  in  diesem 
neuen  Bezugssystem  andere,  und  zwar  weniger  einfache. 

Damit  aber  sind  wir  in  die  Lage  versetzt,  der  Frage  nach 
dem  Bezugssystem  einen  ganz  anderen  Inhalt  zu  geben.  Wir 
streben  doch  dahin ,  die  mathematische  Formulierung  der  phj-si- 
kalischen  Gesetze  möglichst  einfach  zu  gestalten,  und  wir  sehen 
aus  der  genanntön  und  ähnlichen  Erfahrungen,  daß  wir  zu  diesem 
Zwecke  unter  anderem  ein  geeignetes  Bezugssystem  brauchen.  Ob 
wir  auf  Grund  der  Einfachheitsforderung  zu  einer  eindeutigen 
Wahl  des  Bezugssystems  gelangen,  oder  ob  immer  noch  mehrere 
gleichwertige  Möglichkeiten  offen  bleiben,  ist  eine  Frage  für  später. 
Dies  Prinzip  der  Einfachheit  aber  ist  keineswegs  der  Grundsatz 
der  Bequemlichkeit  —  auch  das  Wort  vom  „ökonomischen  Prinzip 
in  der  Wissenschaft"  scheint  uns  nicht  glücklich  geprägt  —  es 
ist  eins  der  höchsten  Forschungsprinzipien  in  der  Naturwissen- 
schaft überhaupt.  Wenn  es  deren  Ziel  ist,  die  Ereignisse  nach 
Raum,  Zeit  und  ihren  kausalen  und  ähnlichen  Zusammenhängen  zu 
ordnen,  so  kommt  von  den  verschiedenen  Anordnungsarten,  welche 
die  verschiedenen  denkbaren  Bezugssysteme  ermöglichen,  doch 
diejenige  —  oder  diejenigen  —  diesem  Ziel  am  nächsten,  welche 
die  Zusammenhänge  einfach  auszusprechen  gestattet. 

b)  Sehen  wir  uns  nun  die  verschiedenen  Standpunkte  an, 
welche  die  Wissenschaft  zu  verschiedenen  Zeiten  zu  der  Frage 
nach  dem  Bezugssystem  eingenommen  hat.  Der  Begründung  der 
Physik  ging  die  Tat  des  Kopernikus  voraus,  und  diese  bestand 
im  Übergang  vom  geozentrischen  zum  heliozentrischen  Bezugs- 
system, und  ging  hervor  aus  der  Bemerkung,  daß  im  letzteren 
die  Bewegung  der  Planeten  —  rein  geometrisch  —  einfacher  ist 
als  im  ersteren.  Galilei,  der  Schöpfer  der  wissenschaftlichen 
Mechanik  und  damit  der  Physik,  hat  wohl  in  der  Mechanik  stets 
nur  an  Vorgänge  in  der  Nähe  der  Erdoberfläche  gedacht  und 
dabei  ganz  einfach  alle  Ortsangaben  auf  die  feste  Erdrinde  be- 
zogen ;  daß  er  sich  darüber  tief  ergehende  Gedanken  gemacht  hätte, 
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ist  nicht  bekannt.  Auch  wir  befolgen  noch  heutzutage  für 
irdische  Vorgänge  meist  dasselbe,  ja  sehr  naheliegende  Verfahren 
und  wissen,  daß  wir  damit  im  allgemeinen  gut  auskommen;  nur 
wenn  wir  etwa  den  Foucaultschen  Pendelversuch  oder  die  Ein- 
stellung des  Kreiselkompasses  nach  der  Erdachse  erklären  wollen, 
sehen  wir,  daß  sich  in  diesem  Bezugssystem  keine  einfache  Er- 
klärung dafür  geben  läßt. 

Als  dann  Newton  die  Mechanik  des  Planetensystems  schuf, 
kam  das  irdische  Bezugssystem  gemäß  dem  Kopernikanischen 
heliozentrischen  System  nicht  in  Betracht  und  so  stand  er  wohl 
als  erster  vor  der  grundsätzlichen  Frage,  woher  ein  besseres  zu 
nehmen  wäre.  Auf  die  Art,  wie  er  sich  mit  ihr  abfand,  wollen  wir 
hier  einmal  etwas  näher  eingehen ;  desgleichen,  schon  um  der  Ana- 
logie willen,  auch  auf  seine  Ansichten  über  die  Zeit  und  das  Zeitmaß. 

In  seinen  ,^PhüosopMae  naturalis  Principia  mathematica" 
(1687)  finden  wir  die  folgenden  Sätze*): 

„Bis  jetzt  habe  ich  zu  erklären  versucht,  in  welchem  Sinne 
weniger  bekannte  Benennungen  in  der  Folge  zu  verstehen  sind. 
Zeit,  Raum,  Ort  und  Bewegung  als  allen  bekannt  erkläre  ich  nicht. 
Ich  bemerke  nur,  daß  man  gewöhnlich  diese  Größen  nicht  anders  als 
in  bezug  auf  die  Sinne  auffaßt,  und  so  gewisse  Vorurteile  entstehen, 
zu  deren  Aufhebung  man  sie  passend  in  absolute  und  relative,  wahre 
und  scheinbare,   mathematische  und   gewöhnliche  unterscheidet." 

„Die  absolute,  wahre  und  mathematische  Zeit  verfließt 
an  sich  und  vermöge  ihrer  Natur  gleichförmig  und  ohne  Beziehung 
auf  irgendeinen  Gegenstand.  Sie  -wird  auch  mit  dem  Namen 
Dauer  belegt." 

„Die  relative,  scheinbare  und  gewöhnliche  Zeit  ist  ein 
fühlbares  und  äußerliches,  entweder  genaues  oder  ungleiches  Maß 
der  Dauer,  dessen  man  sich  gewöhnlich  statt  der  wahren  Zeit  be- 
dient, wie  Stunde,  Tag,  Monat,  Jahr." 

Dann  weiter:  „Die  natürlichen  Tage,  welche  gewöhnlich  als 
Zeitmaß  für  gleich  gehalten  werden,  sind  nämlich  eigentlich  un- 
gleich. Diese  Ungleichheit  verbessern  die  Astronomen,  indem  sie 
die  Bewegung  der  Himmelskörper  nach  der  richtigen  Zeit  messen. 
Es  ist  möglich,  daß  es  keine  gleichförmige  Bewegung  gibt,  durch 
welche  die  Zeit  genau  gemessen  werden  kann.     Alle  Bewegungen 

*)  Zitiert  nach  dei-  Übersetzung  bei  Mach 2). 


können  beschleunigt  oder  verzögert  werden;  allein  der  Verlauf 
der  absoluten  Zeit  kann  nicht  verändert  werden.  Dieselbe  Dauer 
und  dasselbe  Verharren  findet  für  die  Existenz  aller  Dinge  statt; 
mögen  die  Bewegungen  geschwind,  langsam  oder  Null  sein." 

Man  kann  gegen  diese  Ausführungen  viele  Bedenken  erheben. 
Wenn  man  die  Zeitdauer  irgendeines  Vorganges,  etwa  einer 
Pendelschwingung,  bestimmen  will,  so  vergleicht  man  sie  in  letzter 
Linie  mit  der  Zeitdauer  gewisser  astronomischer  Vorgänge.  Daß 
man  diesen  Vergleich  nicht  unmittelbar  durchzuführen  braucht, 
sondern  ihn  auf  dem  Umwege  über  andere  „Uhren"  vornehmen 
kann,  die  aber  ihrerseits  schließlich  auf  jene  astronomischen  Vor- 
gänge zurückgeführt  sind,  daß  man  ferner  zwischen  einer  Unzahl 
verschiedenster  Uhren  die  Wahl  hat,  erweckt  leicht  den  Anschein, 
als  wären  alle  diese  Uhren  unwesentlich  und  man  mäße  die  Pendel- 
periode unmittelbar  „an  der  Zeit".  Wie  falsch  das  ist,  zeigt  die 
Annahme,  die  Veränderungsgeschwindigkeit  bei  sämtlichen  physi- 
kalischen Vorgängen  (desgleichen  auch  bei  unseren  inneren  Zu- 
ständen, Gedanken  und  Empfindungen)  ginge  plötzlich  auf  die 
Hälfte  herab.  Es  gäbe  dann  kein  denkbares  Mittel,  diese  Ver- 
änderung festzustellen.  Es  hätte  sich  dadurch  so  wenig  etwas 
geändert,  daß  nicht  einmal  anzugeben  ist,  welchen  Sinn  jene  An- 
nahme eigentlich  haben  soll. 

Und  doch  scheinen  uns  Newtons  Äußerungen  in  gewisser 
Beziehung  wertvoll.  Einmal  steckt  in  seiner  absoluten  Zeit,  welche 
ohne  Beziehung  auf  irgendeinen  Gegenstand  verläuft,  die  Vor- 
stellung, daß  der  Zeitanschauung  etwas  von  aller  Erfahrung 
Unabhängiges  zugrunde  liegt  —  was  100  Jahre  später  Kant  mit 
voller  Klarheit  erkannt  und  bewiesen  hat.  Sodann  aber  ist  die 
oben  angeführte  Bemerkung  über  die  Ungleichheit  der  natürlichen 
Tage  und  die  astronomische  Verbesserung  des  Zeitmaßes  be- 
merkenswert. Sie  bedeutet  doch:  Wir  haben  in  der  Erddrehung 
und  in  gewissen  anderen  astronomischen  Vorgängen  zwei  ver- 
schiedene Zeitmaßstäbe,  zwei  verschiedene  Uhren.  Die  eine  davon 
erklären  wir  für  ungenau,  d.  h.  im  Prinzip  für  falsch.  Warum 
nicht  die  andere?  Warum  dürfen  wir  uns  überhaupt  eine  Ent- 
scheidung darüber  anmaßen?  Newtons  eigene  Bemerkungen  dazu 
sind  wohl  nicht  recht  klar.  Gemeint  ist  aber  sicher  das  Folgende. 
Die  Astronomen  fragen  sich :  Läßt  sich  die  Ungleichheit  der 
natürlichen   Tage   einfach   erklären ,   wenn    wir   die   astronomisch 
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verbesserte  Zeit  annehmen,  oder  ist  es  einfaclier,  Ungleichmäßig- 
keiten  in  jenen  astronomischen  Vorgängen,  die  bei  Annahme  der  Erd- 
drehung als  Zeitmaß  auftreten,  zu  deuten?  Sie  entscheiden  sich  für 
das  erstere.  Die  Entscheidung  fällt  also  hier  nach  derselben  Forde- 
rung einer  einfachen  Erklärung  der  Beobachtungen,  die  wir  schon 
bei  der  Frage  nach  dem  räumlichen  Bezugssystem  aufgestellt  haben. 

Über  den  Raum  sagt  Newton:  „Der  absolute  Raum  bleibt 
vermöge  seiner  Natur  und  ohne  Beziehung  auf  einen  äußeren 
Gegenstand  stets  gleich  und  unbeweglich.  Der  relative  Raum 
ist  ein  Maß  oder  ein  beweglicher  Teil  des  ersteren,  welcher  von 
unseren  Sinnen  durch  seine  Lage  gegen  andere  Körper  bezeichnet 
und  gewöhnlich   für   den    unbeweglichen  Raum  genommen  wird." 

„Die  absolute  Bewegung  ist  die  Übertragung  des  Körpers 
von  einem  absoluten  Ort  nach  einem  anderen  absoluten  Ort,  die 
relative  Bewegung  die  Übertragung  von  einem  relativen  Ort  nach 
einem  anderen  relativen  Ort." 

Hier  wird  nun  eine  ähnliche  Kritik  einsetzen,  wie  bei  Newtons 
Ausführungen  über  die  Zeit.  Auch  wenn  man  in  dem  „absoluten 
Raum"  eine  Vorahnung  Kantischer  Gedanken  sehen  will,  wird 
man  zugeben  müssen,  daß  er  für  die  Physik  völlig  nutzlos  ist; 
es  ist  hier  kein  Hinweis  darauf  zu  sehen,  wie  man  in  ihm  ein 
Bezugssystem  anbringen  soll,  von  dem  aus  man  wirkliche  Ko- 
ordinatenmessungen ausführen  könnte.  Einige  Klarheit  schaffen 
auch  hier  wieder  erst  die  anknüpfenden  Äußerungen  Newtons, 
aus  denen  wir  hier  einiges  anführen: 

„Die  wirkenden  Ursachen,  durch  welche  absolute  und  relative 
Bewegungen  voneinander  verschieden  sind,  sind  die  Fliehkräfte 
von  der  Achse  der  Bewegung.  Bei  einer  nur  relativen  Kreis- 
bewegung existieren  diese  Kräfte  nicht,  aber  sie  sind  kleiner  oder 
größer,  je   nach  Verhältnis  der  Größe  der  absoluten  Bewegung." 

Und  dann  bringt  Newton  als  Beispiel  einen  Versuch.  Auf  einer 
Achse  drehbar  steht  ein  kreiszylindrisches  Gefäß  mit  Wasser;  es  ist 
zunä-chst  in  (absoluter)  Ruhe.  Wir  setzen  das  Gefäß  in  Drehung,  wäh- 
rend das  Wasser  zunächst  noch  in  Ruhe  bleibt.  Die  Wasseroberfläche 
bleibt  dann  auch  noch  eben.  Allmählich  aber  geht  durch  Reibung 
zwischen  dem  Gefäß  und  dem  Wasser  die  Drehbewegung  auf  das 
letztere  über.  Und  damit  beginnt  sich  die  Fläche  zu  krümmen,  das 
Wasser  steigt  an  der  Gefäßwand  in  die  Höhe,  bis  es  schließlich,  wenn 
die  Flüssigkeit  die  Drehung  ganz  angenommen  hat,  die  bekannte 
paraboloidische  Oberfläche  zeigt.   Die  relative  Bewegung  des  Wassers 
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gegen  das  Gefäß,  die  anfangs  vorhanden  war,  hatte  keine  Flieh- 
kräfte und  damit  keine  Krümmung  der  Fläche  zur  Folge,  aber  die 
später  einsetzende  absolute  Drehbewegung  ließ  sich  daran  feststellen. 

Newton  entscheidet  also  hier,  daß  der  Anfangszustand  der 
der  „absoluten"  Ruhe,  der  Endzustand  aber  „absolute"  Bewegung 
ist.  Sein  Entscheidungsgrund  ist  ein  physikalischer.  Daß  eine 
Flüssigkeit  unter  dem  Einfluß  der  Schwere  im  Ruhezustande  eine 
ebene  Oberfläche  bildet,  ist  einfacher  zu  deuten,  als  daß  diese 
Fläche  ein  Paraboluid  ist,  besonders,  da  die  letztere  Fläche  deut- 
lich auf  eine  ausgezeichnete  Achse  hinweist.  Tatsächlich  benutzt 
also  Newton  zur  Auswahl  des  Bezugssystems  die  Forderung  einer 
möglichst  einfachen  Deutung  der  Naturerscheinungen. 

c)  Nach  Newton  haben  diese  Fragen  fast  zwei  Jahrhunderte 
geruht,  wenigstens  hat  ihre  Beantwortung  keine  großen  Fortschritte 
gemacht.  Zwar  hat  Kant  sich  mehrfach  gegen  Newtons  absoluten 
Raum  und  die  absolute  Bewegung  gewandt  und  darauf  hingewiesen, 
daß  Bewegung  nur  insofern  Gegenstand  der  Erfahrung  sein  kann, 
„als  beide  Korrelate  Gegenstände  der  Erfahrung  sind^)".  Aber 
erst  C.  Neumann  und  L.  Lange^)  haben  sie  durch  klares  Heraus- 
arbeiten des  Gedankens  gefördert,  die  Newtonsche  Mechanik 
selbst  zur  Definition  des  Bezugssystems  zu  benutzen.  Wir  folgen 
hier  zunächst  den  Gedankengängen  Langes. 

Die  ganze  Newtonsche  Mechanik  läßt  sich  auf  den  Träg- 
heitssatz gründen,  der  für  einen  Massenpunkt  lautet: 

Masse  X  Beschleunigung  =  Kraft. 
Der  einfachste  Fall  ist  der  des  unbeeinflußten  Massenpunktes, 
bei  welchem  mit  der  Kraft  auch  die  Beschleunigung  Null  ist;  er 
hat  eine  geradlinige  Bahn  und  unveränderliche  Geschwindigkeit. 
Die  Forderung  der  Einfachheit  legt  es  nahe,  ein  solches  Bezugs- 
system zu  wählen,  in  welchem  sich  jeder  freie  Massenpunkt  gerad- 
linig bewegt.  Ein  solches  System  nennt  Lange,  weil  es  nach  dem 
Trägheitsprinzip  ausgesucht  ist,  ein  Inertialsystem  und  definiert: 

Von  einem  bestimmten  im  Bezugssystemfesten  Raum- 
punkte aus  schleudern  wir  nach  drei  nicht  in  einer  Ebene 
liegenden  Richtungen  drei  freie  Massenpunkte.  Sind 
deren  Bahnen  gerade  Linien,  so  ist  das  Bezugssystem 
ein  Inertialsystem. 

Daran  schließt  sich  dann  die  Behauptung: 

In  diesem  Inertialsystem  beschreibt  jeder  freie 
Massenpunkt  eine  gerade  Linie. 


Gleichzeitig  aber  gewinnen  wir  mit  dem  geschilderten  Ver- 
such auch  ein  Inertialmaß  für  die  Zeit.  Da  nach  dem  Träg- 
heitssatz die  Geschwindigkeit  jedes  freien  Punktes  unveränderlich 
bleibt ,  können  wir  definieren :  Die  Inertialeinheit  der  Zeit  ist  die 
Zeit,  in  welcher  ein  freier  Massenpunkt  im  Inertialbezugssystem 
eine  Strecke  von  bestimmter  Länge  zurücklegt. 

Im  Anschluß  daran  wird  behauptet:  In  diesem  Inertial- 
system  des  Raumes  und  der  Zeit  gilt  die  ganze  Newton- 
sche  Mechanik. 

Von  jener,  nach  Lange  etwas  „gespenstischen",  absoluten 
Zeit  und  dem  absoluten  Raum  ist  hier  nicht  die  Rede.  Es  wird 
nur  ein  Versuch  angegeben,  der,  wenn  er  gelingt,  die  Entscheidung 
liefert,  ob  das  untersuchte  Bezugssystem  ein  für  die  Physik,  d.  h. 
zur  einfachen  Darstellung  der  Zusammenhänge  in  der  Außenwelt, 
geeignetes  ist.  Ob  er  gelingen  muß,  ob  es  also  ein  Inertialsystem 
gibt,  kann  nicht  a  priori,  sondern  nur  durch  die  Erfahrung  ent- 
schieden werden.  Die  Newton  sehe  Mechanik  behauptet  das 
jedenfalls.  Es  handelt  sich  also  hier  nicht  um  eine  rein  erkenntnis- 
theoretische Grundlage  für  die  Physik,  sondern  lediglich  um  eine 
logisch  einwandfreie,  sonst  aber  auf  Erfahrung  fußende  Dar- 
stellung der  Grundlagen  der  Mechanik.  Wir  betonen  sogleich  an 
dieser  Stelle,  daß  namhafte  Forscher,  wie  Ernst  Mach  und  in 
neuester  Zeit  Albert  Einstein,  bezweifeln,  daß  die  vorliegende 
Erfahrung  das  Gelingen  des  genannten  Versuches  verbürgt.  Doch 
wollen  wir  darauf  erst  später  eingehen  und  zunächst  einmal  an- 
nehmen, es  müßte  jener  Versuch  oder  ein  ihm  gleichwertiger  im 
Prinzip  durchführbar  sein. 

Wir  sagen  sogleich,  ein  ihm  gleichwertiger.  Denn  er  selbst 
ist  ein  ideeller  Gedankenversuch,  den  noch  niemand  mit  einiger 
Genauigkeit  angestellt  hat.  Welche  vielleicht  besser  durchführ- 
baren Versuche  ihn  ersetzen  könnten,  soll  hier  nicht  erörtert 
werden;  denn  tatsächlich  wird  man  die  Berechtigung  eines  Bezugs- 
systems, als  Inertialsystem  zu  dienen,  nur  auf  die  Gesamtheit^ 
aller  möglichen  Beobachtungen  in  ihm  stützen;  es  darf  sich  aus 
keiner  von  ihnen  ein  Grund  dagegen  ableiten  lassen,  damit  man 
es  als  Inertialsystem  gelten  läßt. 

Nun  sehen  wir  sofort,  daß  die  Bestimmung  eines  Inertialsystems 
nie  völlig  genau  sein  kann,  sondern  immer  in  dem  Maße,  wie  die 
dazu  notwendigen  Versuche,  ungenau  bleibt.     Können  wir  deren 
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Genauigkeit  steigern,  so  muß  unter  Umständen  ein  bis  dahin  als 
Inertialsystem  benutztes  Bezugssystem  durch  ein  besser  geeignetes 
ersetzt  werden.  Wenn  sich  Galilei  mit  einem  an  der  Erde  festen 
Bezugssystem  begnügen  konnte,  so  folgt  daraus,  daß  dies  mit 
einer  gewissen  Annäherung  ein  Inertialsystem  ist.  Zur  Deutung 
feinerer  physikalischer  Versuche,  die  lange  nach  Galilei  angestellt 
wurden  (von  den  astronomischen  Beobachtungen  sehen  wir  hier 
einmal  ab),  reichte  es  aber  nicht  aus.  Die  Abweichung  eines 
fallenden  Körpers  von  der  Lotrichtung,  die  Drehung  der  Schwin- 
gungsebene beim  Foucaultschen  Pendel,  die  Einstellung  eines 
Kreiselkompasses  nach  dem  Pol,  das  alles  und  anderes  mehr  läLt 
sich  nicht  unter  Benutzung  des  irdischen  Bezugssystems  aus  dem 
einfachen  Trägheitsprinzip  ableiten  und  beweist  in  diesem  Sinne 
die  Drehung  der  Erde,  d.  h.  die  Drehung  gegen  ein  Inertialsystem. 
Weit  besser  und  bisher  völlig  ausreichend  ist  das  astronomische 
Bezugssystem,  dessen  Anfang  in  die  Sonne  —  genauer  in  den 
Schwerpunkt  unseres  Planetensystems  —  gelegt  wird.  Nehmen 
wir  einmal  der  Einfachheit  halber  an,  die  Sonne  hätte  nur  einen 
Planeten,  so  könnte  die  Festlegung  der  Achsenrichtungen  un- 
gefähr folgendermaßen  geschehen.  Aus  der  Theorie  der  Planeten- 
bewegung geht  hervor,  daß  dessen  Bahn  in  einer  unveränderlichen 
Ebene  liegt.  Also  werden  wir  deren  Lot  zur  einer  Koordinaten- 
achse machen.  Außerdem  ist  der  Theorie  zufolge  die  Verbindungs- 
linie der  Sonne  mit  dem  nächsten  Punkt  der  Bahn  (dem  Perihel) 
in  der  Eichtung  unveränderlich ,  eignet  sich  also  auch  zur  Koor- 
dinatenachse. Damit  ist  aber  die  dritte  als  der  beiden  ersteren 
gemeinsames  Lot  bestimmt  und  damit  das  ganze  Inertialsystem. 
Da  sich  nun  hinterher  herausstellt,  daß  gegen  dies  Bezugssystem 
der  Fixsternhimmel  keine  bedeutende  Bewegang  hat,  so  kann 
man  dann  die  Achsen  auch  optisch  nach  den  Fixsternen  fest- 
legen. Aber  die  Berechtigung  dazu  entstammt  lediglich  den  Beob- 
achtungen über  die  Planetenbahn.  Die  hiermit  erreichte  An- 
näherung an  ein  Inertialsystem  schätzen  die  Astronomen  als 
schon  sehr  gut  ein.  Seeliger^)  z.B.  gibt  an,  daß  seine  Drehung 
gegen  ein  Inertialsystem  höchstens  noch  einige  Bogensekunden  im 
Jahi-hundert  betragen  könnte.  —  Die  Inertialeinheit  für  die  Zeit 
liefert  im  Anschluß  hieran  bekanntlich  die  Umlaufszeit  des  Planeten, 
d)  Wie  erwähnt,  hat  Mach  und  neuerdings  Einstein*)  einen 
grundsätzlich  anderen  Standpunkt  eingenommen.    Zur  Festlegung 
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des  Inertialsystems  braucht  man  beim  einfachen  Langeschen 
Gedanken  versuch  freie  Massenpunkte.  Wie  verschafft  man  sich 
die ,  da  doch  alle  Körper  auf  diese  Probekörper  Kräfte  ausüben  ? 
Es  gibt  nur  ein  Mittel;  man  entfernt  sich  mehr  und  mehr  von 
den  anderen  Körpern ,  bis  jene  Kräfte  so  klein  werden ,  daß  sie 
den  Versuch  nicht  stören.  Ist  es  aber  sicher,  daß  es  dann  über- 
haupt ein  Bezugssj'stem  gibt,  in  welchem  die  drei  Bahnen  gerad- 
linig sind?  Das  Trägheitsprinzip  ist  doch  abgeleitet  aus  Er- 
fahrungen in  Weltgegenden,  welche  in  bestimmten  endlichen 
Entfernungen  von  sehr  vielen,  sehr  großen  Massen,  nämlich  denen 
des  Fixsternhimmels,  umgeben  sind.  W^enn  die  Trägheit  eine 
Eigenschaft  des  einzelnen  Körpers  ist,  dann  muß  es  freilich  auch 
noch  in  beliebig  großen  Abständen  von  ihnen  gelten.  Aber  was 
bürgt  uns  dafür,  daß  sie  nicht  auf  Wechselwirkung  mit  den 
anderen  Massen  beruht  ?  Die  vorliegende  Erfahrung  reicht  dazu 
nicht  aus.  Man  kann  dann  über  ein  physikalisch  brauchbares 
Bezugssystem  nur  das  sagen:  Erfahrungsgemäß  gilt  das 
Trägheitsprinzip  und  andere  einfache  Gesetzmäßig- 
keiten, wenn  man  ein  gegen  die  Sonne  ruhendes,  in  den 
Achsenrichtungen  gegen  den  Fixsternhimmel  festes 
Bezugssystem  benutzt.  Die  diesem  Satz  anhaftende  Un- 
genauigkeit  ist  zurzeit  unvermeidlich.  Es  fällt  selbstverständlich 
in  unseren  Weltgegenden  praktisch  zusammen  mit  einem  Bezugs- 
system, das  man  als  Inertialsystem  aus  der  Planetenbewegung 
erschließen  kann.  Daß  man  aber  unabhängig  vom  Fixstern- 
system jemals  zu  einem  Inertialsystem  gelangen  könnte, 
ist  eine  den  Bereich  der  vorliegenden  Erfahrung  weit 
überschreitende  Verallgemeinerung. 

Man  wird  sich  dann  weiter  fragen  müssen:  Was  ergäbe  der 
Newtonsche  Versuch  mit  dem  rotierenden  Glas  Wasser,  wenn 
man  das  ganze  Fixsternsystem  mit  in  Drehung  versetzen  könnte? 
Offenbar  müßte  sich  nach  dem  Mach -Ein  st  ein  sehen  Standpunkt 
die  Wasserfläche  anfangs  krümmen,  solange  die  Flüssigkeit  sich 
noch  in  ihrer  Bewegung  von  der  Gesamtheit  der  anderen  Körper 
unterscheidet,  während  sie  sich  in  dem  Maße  ebnet,  in  welchem 
deren  Bewegungszustand  sie  ergreift;  denn  es  soll  ja  jetzt  das 
Trägheitsprinzip  für  Bewegungen  gegenüber  dem  Fixsternsystem 
gelten.  Und  wenn  man  nun  nicht  alle  Fixsterne  mitdrehen  kann, 
genügt  es  vielleicht  bis  zu  einem  gewissen  Grade,  wenn  man 
möglichst  große  Massen  in  der  Nähe  mit  rotieren  läßt.    Das  wäre 
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ein  Versuch,  der  unmittelbar  zwischen  Mach  und  Lange,  wie  wir 
einmal  sagen  wollen ,  entscheiden  könnte.  Diese  Absicht  haben 
1896  die  Gebrüder  Friedländer 5)  verfolgt.  Bei  ihrem  Versuche 
befindet  sich  in  der  Verlängerung  der  Drehachse  eines  schweren 
Schwungrades  eine  Dreh  wage,  bestehend  aus  einem  horizontalen, 
um  eine  senkrechte  Achse  leicht  drehbaren  Wagebalken,  der  an 
den  Enden  zwei  Massen  trägt.  Ruft  die  Drehung  des  Rades,  also 
die  Relativbewegung  der  Drehwage  gegen  das  Rad,  Zentrifugal- 
kräfte an  der  Drehwage  hervor,  so  wird  sich  diese  zur  Drehachse 
senkrecht  zu  stellen  streben.  Es  ist  den  genannten  Forschern  aber 
nicht  gelungen,  einen  sichtbaren  Ausschlag  der  Wage  zu  erhalten. 
Der  .Unterschied  der  hier  geschilderten  Standpunkte  liegt, 
wie  wir  sehen,  so  tiefgehend  er  ist,  keineswegs  auf  erkenntnis- 
theoretischem Gebiete.  Logisch  möglich  sind  beide.  Verschieden 
ist  nur  die  Art,  wie  sie  vorliegende  Erfahrungen  verallgemeinern 
und  ausdeuten.  Also  muß  auch  die  Entscheidung  zwischen  ihnen 
aus  weiterer  Erfahrung  entspringen,  es  ist  das  eine  richtige  physi- 
kalische Frage.  Bisher  standen  die  Physiker,  häufig  unbewußt, 
fast  alle  auf  dem  ersteren,  der  an  das  Vorhandensein  eines  Inertial- 
systems,  unabhängig  von  allen  Massen,  glaubt.  Dies  gilt  auch 
noch  für  die  „beschränkte"  Relativitätstheorie,  welche  Einstein 
uns  1905  beschert  hat,  und  welche  nur  gewisse  translatorisch  und 
gleichförmig  gegen  einander  bewegte  Bezugssysteme  als  gleich- 
berechtigt ansieht.  Die  Machsche  Auffassung  bestand  bis  vor 
kurzem  allein  als  skeptischer  Einwand  gegen  die  herrschende.  Erst 
in  neuester  Zeit  (die  ersten  Anfänge  dazu  liegen  im  Jahr  1907) 
hat  Einsteins  Genie  sie  zu  einer  „allgemeinen"  Relativitätstheorie 
verdichtet.  Diese  hat  sich  freilich  bisher  nur  an  wenigen  Beob- 
achtungen mit  der  Erfahrung  vergleichen  lassen.  Doch  hat  sie 
durchweg  dabei  so  überraschende  Bestätigungen  erfahren,  daß  wir 
uns  als  durch  sie  überzeugt  bekennen  müssen.  Das  meiste  hat  die 
von  ihr  vorausgesagte,  und  bei  der  Sonnenfinsternis  vom  Mai  1919 
daraufhin  gefundene  Ablenkung  der  Lichtstrahlen  durch  die  Sonne 
dazu  beigetragen.  Trotzdem  beabsichtigen  wir,  uns  in  diesem 
Bande  der  „beschränkten"  Relativitätstheorie  zu  widmen  und  be- 
halten daher  vorläufig  den  ersten  Standpunkt  bei.  Die  Darstellung 
der  allgemeinen  Relativitätstheorie  verschieben  wir  auf  den  zweiten 
Band;  warum  die  Ergebnisse  der  ersten  Theorie  auch  dann  noch 
einen  Wert  behalten,  wenn  man  ihren  grundlegenden  Standpunkt 
verläßt,  werden  wir  dort  an  geeigneter  Stelle  zu  zeigen  haben. 
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§  Ib.    Die  Relativitätsprinzipe  der  klassischen  Mechanik 
und  der  Elektrodynamik. 

a)  Das  Relativitätsprinzip  der  Mechanik. 

Gemäß  dem  in  §  la  Gesagten  nehmen  wir  an,  wir  haben 
durch  den  Langeschen  Versuch  mit  den  drei  freien  Massenpunkten 
ein  Inertialsystem  und  einen  Inertialmaßstab  für  die  Zeit  ermittelt. 
Hierauf  bezogen  gilt  die  Newton  sehe  Mechanik,  welche  zurück- 
geht auf  die  Bewegungsgleichung  für  einen  Massenpunkt 

^(»nq)-=Ä, (1) 

wenn  m  dessen  Masse,  q  seine  Geschwindigkeit  und  ^  die  auf  ihn 
wirkende  Kraft  ist. 

An  diese  Voraussetzung  knüpfen  wir  aber  die  Frage:  Gribt 
es  nur  ein  Inertialsystem?  Wir  können  diese  Frage  sogleich  ver- 
neinen; nennen  wir  nämlich  das  bisherige  Bezugssystem  K,  ein 
zweites  K',  und  setzen  wir  voraus,  daß  sich  K'  gegen  K  mit  der 
nach  Richtung  und  Größe  unveränderlichen  Translationsgeschwin- 
digkeit t)  ohne  Drehung  bewegt,  so  ist  auch  K'  ein  Inertialsystem. 
Beweis:  Man  lege  in  beide  Bezugssysteme  rechtwinklige  Achsen- 
kreuze, und  zwar  so,  da.ß  sie  sich  zur  Zeit  t  =  0  decken,  d.  h.  daß 
für  t=  0  die  x~  und  x'-,  die  y-  und  y'-,  sowie  die  0-  und  ^'- Achse 
zusammenfallen,  ferner  so,  daß  die  hiernach  schon  zueinander 
parallelen  Achsen  der  x  und  x'  auch  noch  zur  Geschwindigkeit  D 
parallel  sind;  dann  lauten  die  Transformationsformeln  für  den 
Übergang  vom  einen  zum  anderen  Bezugssystem: 

x'  ^=  X  —  vt,     y'  =  y,     e'  =:  e (2) 

Bewegt  sich  im  ungestrichenen  Bezugssystem  K  ein  Massenpunkt 
geradlinig  mit  unveränderlicher  Geschwindigkeit,  so  sind  seine 
Koordinaten  x,  y,  z  lineare  Funktionen  der  Zeit.  Aus  der  Linea- 
rität  der  Gleichungen  (2)  folgt,  daß  dann  auch  seine  Koordinaten 
im  gestrichenen  System  x' ,  y\  z'  lineare  Funktionen  von  t  sind. 
Die  Formeln  (2),  denen  wir  der  Analogie  mit  der  später  zu 
erörternden  Lorentz-Transformation  wegen  noch  die  identische 
Transformation  für  die  Zeit 

f  =  « (3) 
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hinzufügen,  bezeichnen  wir  als  eine  Galileitransformation. 
Wir  finden  also  den  Satz : 

Jedes  Bezugssystem,  welches  aus  einem  Inertial- 
system  durch  eine  Galilei-Transformation  hervorgeht. 
ist  wieder  ein  Inertialsystem, 

Diesen  Satz  bezeichnen  wir  aus  später  zu  erörternden  Gründen 
als  das  Relativitätsprinzip  der  klassischen  Mechanik. 

Wir  weisen  zugleich  darauf  hin,  daß  die  Gesamtheit  der 
Galilei-Transformationen  eine  Gruppe  bildet;  wendet  man  zwei 
von  ihnen  hintereinander  an,  so  erhält  man  ein  Ergebnis,  das 
auch  durch  eine  einzige  zu  erreichen  wäre. 

Die  Gleichwertigkeit  der  Bezugssysteme  K  und  K'  für  die 
Mechanik  bestätigt  sich  darin,  daß  auch  in  K'  die  Bewegungs- 
gleichung (1)  gilt.  Die  Geschwindigkeitskomponenten  finden  wir 
nämlich,  indem  wir  die  Koordinaten  des  Massenpunktes  nach  der 
Zeit  diflerentiieren;  es  gelten  daher  für  diese  Komponenten  nach 
(2)  und  (3)  die  Transformationsformeln : 

,  dx'         fix  ,  dy'         du 

^1-=  d7=  d«-^  =  ''--^'       ^^^=^7  =  W  =  ^^' 

,  dz'  ds  

^'  —  W  ~-  Tt  ~~  ^" 

die  wir  auch  in  die  Vektorgleichung 

q'  =  q-o •    •    (4) 

zusammenfassen   können.     Sie   enthält   das   Additionstheorem 
der  Geschwindigkeit.    Durch  nochmalige  Differentiation  folgt 
aus  der  Transfonnationsformel  für  die  Beschleunigung: 
^t dc\'  dq         . 

"^  -W-di  =  ^' 

In  Gleichung  (1)  bleibt  daher  die  linke  Seite  von  der  Trans- 
formation unberührt.  Die  Kraft  aber  ist  eine  Funktion  der 
relativen  Lage  des  Massenpunktes  m  zu  anderen,  und  unter  Um- 
ständen auch  von  seiner  Relativgeschwindigkeit  gegen  diese  ab- 
hängig. Man  sieht  nun  leicht,  daß  beide  Bestimmungsstücke  bei 
einer  Galilei-Transformation  unverändert  bleiben;  dasselbe  gilt 
daher  auch  für  die  Kraft: 

^'  =  ^ (5) 

Aus  d)  folgt  somit 
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Fragen  wir  ferner  nach  den  Transformationsformeln  für  den 
Impulsvektor: 

@  =  Zmim (6) 

und  die  kinetische  Energie: 

L  =  I2:miqt     .    .' (7) 

eines  Systems  von  Massenpunkten  mi.  Wenden  wir  die  ent- 
sprechenden Gleichungen  auf  das  gestrichene  System  an,  so  finden 
wir,  daß  nach  (4): 

®'  =  ®  — üZwi, (8) 


L'  =  L-{^(^)-\-\2:mi (9) 

ist.  Wir  können  an  ihnen  eine  Probe  auf  die  Gleichwertigkeit 
beider  Koordinatensysteme  machen.  Diese  Gleichungen  müssen 
nämlich  (wie  alle  Transformationsgleichungen)  in  ihre  Auflösungen 
nach  den  ungestrichenen  Größen  übergehen ,  wenn  man  die  ge- 
strichenen mit  den  ungestrichenen  Größen  vertauscht  und  zugleich 
das  Vorzeichen   von  v  wechselt.     In  der  Tat  findet  man  aus  (8) 

und  (9): 

@  =  @'  +  ü2:»ji (10) 


i  =  x'  +  (ü@')  +  ^2;w?,-.  .  .  .  (11) 

Dem  Energieprinzip  zufolge  muß  im  ungestrichenen  System 
die  Zunahme  der  kinetischen  Energie  gleich  der  von  den  Kräften 
geleisteten  Arbeit,  d.  h. 

sein,  wobei  Ä»  die  auf  den  Massenpunkt  rrii  wirkende  Kraft  ist. 
Im  gestrichenen  System  gilt  entsprechend: 

^  =  (2:^.^q;). 

Da  ö  jede  beliebige  Richtung  haben  kann,  so  folgt  aus  (4),  (5) 
und  (9)  leicht  der  Impulssatz : 

^  =  ^«' (12) 

Er  enthält  als  Spezialfall  eines  Massenpunktes  die  Gleichung  (1); 
man  sieht  also,  daß  man  aus  dem  Energiej^rinzip  und  dem  Eela- 
tivitätsprinzip  die  Grundgleichung  und  damit  die  ganze  Mechanik 
ableiten  kann  i). 
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Wir  wollen  uns  zum  Schluß  dieser  Überlegungen  noch  über- 
zeugen, ob  die  Galilei-Transformation  die  einzige  Transformation 
ist,  welche  von  einem  Inertialsystem  zu  einem  anderen  führt. 

Dazu  nehmen  wir  wieder  das  Bezugssystem  K  als  Inertial- 
system an  und  betrachten  daneben  ein  zweites,  gegen  K  bewegtes 
Bezugssystem  K' .  Im  ersteren  wählen  wir  uns  ein  Achsenkreuz 
X,  y,  z,  im  zweiten  ein  Achsenkreuz  x',  y',  z' ;  wir  können  das  so 
tun,  daß  zur  Zeit  <  =  0  sich  beide  Nullpunkte  decken.  Jedenfalls 
gilt  für  den  Übergang  vom  einen  zum  anderen  das  Trans- 
formationssystem : 

.       X  =  a(^)  x'  +  a(^)  y'  +  a^p  z'  +  ^(^^  1 

2/ =  aPa;'  +  of/  +  af  0'  +  /i(2)    .    .    .    .  (i2a) 

z  =  a^px'  +  af  y  +  afz'  +  /3(-')  J 
wobei  die  Koeffizienten  a^*"^  den  Orthogonalitätsbedingungen 

aWa(i)-hap)öf -f  aP>af  =  0  |  •    •    -  (12b) 
usw.  -' 

unterworfen  sind.  Sie  brauchen  aber,  wie  auch  die  /3("\  keine 
Konstanten  zu  sein,  sondern  können  wegen  der  Bewegung  von 
K'  gegen  K  Funktionen  der  Zeit  sein.  Die  Form  dieser  Funk- 
tionen wollen  wir  aus  der  Bedingung  ableiten,  daß  auch  K'  ein 
Inertialsystem  ist. 

Ein  freier  Massenpunkt  A  bewege  sich  in  K  gemäß  den 
Gleichungen 

Xa  =  ^At         yA  =  VA.t         ^A  =  ^At 

(^A.  Va,  ^a  sind  konstant).  Seine  Bewegung  soll  auch  in  K'  ent- 
sprechenden Gleichungen  genügen,  nämlich 

x'a  =  ^At         y'A  =  rjAt         z'a  =  t'At 
(Ia,  ^a»  Va  sind  konstant).     Dann  muß  nach  (12  a) 

Ia  =  ap)  Ik  +  a(i)  n'A  +  a<^^  ^k  +  ^^  1 

^A  =  ap)|k  +  afr?k  +  afeA+^T    '    '  (12c) 


afH'A+afri'A  +  a<iK'A  +  ^-f 
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sein.     Für  zwei   andere  freie   Massenpunkte  B  und   C  gilt  ent- 
sprechendes ;  also  : 


Wir  setzen  voraus,  daß  die  Determinante 

\^'a  V'a  tll  I  x'a  v'a  ü'a 

1  I'b  n'B  ^J5 1  =  i~^    x'b  v'b  s'b 
ll'c  n'c  l'c.  \x'c  y'c  z'c 

von  0  verschieden  ist;  anderenfalls  lägen  die  Bahnen  der  Punkte 
A.  B,  C  in  einer  Ebene  und  wären  für  den  Lang  eschen  Ver- 
such nicht  brauchbar.  Dann  aber  können  wir  aus  den  drei 
Gleichungen  (12  c)  für  |a>  liBi  Ic  die  drei  Koeffizienten  ap\  «^^^ 
afp  eindeutig   als  Funktionen   von  |a,  |b»  Ic,  Ia  usw.   und  von 

^  ausdrücken;  setzen  wir  diese  Werte  in  die  erste  der  Orthogona- 

5(1) 

litätsgleichungen(12b)ein,  so  finden  wir  daraus  auch  —,  und  zwar 

als  unabhängig  von  der  Zeit,  so  daß  auch  a  ('\a^^\a^^^  von  t  un- 
abhängig werden.  Ebenso  bestimmen  sich  dann  aus  den  auf  7^^ 
^B)  Tßc'i  ^A.  ^B,  ^c  bezüglichen  Gleichungen  (12  c)  und  den  beiden 
Orthogonalitätsbedingungen 

a(2)2  ^_  «(2)2  _j_  ^(2)2    _    1 
a(3)2  _|_  ß^)2  ^  ^(3)2   ^    1 

die  Koeffizienten  a^),  af\  af,  af\  af,  ßf  und  ^,  ^  als  un- 
abhängig von  t.     Dann  sind  freilich  die  Beziehungen  (vgl.  12  b) 

ap)  a^p  +  «p)  a(2)  -f  af)  a<3>  =  0  usw. 
noch  nicht  benutzt.     Diese  aber  sind  (nach  12  c)  von  selbst  er- 
füllt, wenn  anders  die  Beziehung 

(Ia  -  Ib)-  +  (^A  -  nsY  -^  (^A  -  IbY 

=   (^A  —  Ib)2  +  {n'A  -  ^'bY  +  a'A  —  S'b)* 

und  die  entsprechenden  für  die  Indices  B  und  C,  C  und  Ä 
bestehen;  diese  aber  sagen  nur  aus,  daß  die  ßelativgesch windig- 
keiten der  Punkte  A,  B,  C  gegeneinander  in  beiden  Sj'stemen  den 
gleichen  Betrag  haben,    wir  werden   sie   unbedenklich  annehmen 


—     17     — 

können.     In  der  Unveränderlichkeit  der  a*"  liegt  ausgesprochen, 

daß  sich  K'  gegen  K  nicht  dreht;  in  der  Konstanz  — -,    daß    die 

Translationsgeschwindigkeit  von  K'  gegen  K  drei  konstante  Kom- 
ponenten nach  den  Richtungen  x,  y  und  z  hat,  mithin  nach  Richtung 
und  Größe  konstant  ist.  Die  Transformation  (I2c)  unterscheidet 
sich  von  (2)  dann  nur  äußerlich,  indem  in  (2)  die  Achsenkreuze 
von  vornherein  passend  zueinander  und  gegen  die  Richtung  der 
Geschwindigkeit  ü  gelagert  waren. 

Damit  ist  der  gewünschte  Beweis  geführt.  Aher  wir  müssen 
noch  eine  Voraussetzung  aufdecken,  welche  wir  ihm  stillschweigend 
zugrunde  gelegt  haben.  Die  Orthogonal'tätsbedingungen,  die  wir 
für  die  Koeffizienten  a*"  angenommen  haben,  leiten  sich  bekannt- 
lich aus  der  Forderung  ab,  daß  jede  Strecke  in  den  beiden  Bezugs- 
systemen die  gleiche  Länge  hat;  in  Form  einer  Gleichung  lautet 
dies:  Es  ist  für  zwei  beliebige  Punkte  P  und  Q 

{xp  —  XqY  4-  (7/p  -  yqY  +  (zp  —  ZqY 
=  {x'p  -  x'qf  +  {y'p  -  y'qY  +  {z'p  -  z'qY. 

Ohne  diese  Voraussetzung  läßt  sich  der  Beweis  nicht  führen. 
Die  weitere  Annahme,  daß  die  Relativgeschwindigkeiten  in  beiden 
Bezugssystemen  den  gleichen  Betrag  haben,  fließt  unmittelbar  als 
Folgerung  aus  ihr.  Unter  der  Annahme,  daß  jede  Strecke 
in  allen  Bezugssystemen  die  gleiche  Länge  hat,  gilt  also 
der  Satz:  Nur  eine  Galilei -Transformation  führt  von 
einem  Inertialsystem  zu  einem  anderen. 

Zugleich  zeigt  sich  hier,  warum  in  der  Langeschen  Definition 
des  Inertialsystems  gerade  von  drei  freien  Massenpunkten  die  Rede 
ist;  eine  geringere  Anzahl  genügte  nicht  dazu. 

b)  Das  Relativitätsprinzip  in  der  Elektrodynamik. 

Ganz  ähnlich  wie  in  der  klassischen  Mechanik  liegen  nun  die 
Verhältnisse  in  der  Elektrodynamik.  Die  Maxwellsche  Theorie 
liefert  für  sie  gewisse  vektorielle  Grundgleichungen,  in  denen  die 
Differentialquotienten  der  Feldvektoren  nach  den  Koordinaten  und 
der  Zeit  vorkommen.  Auch  diese  erhalten  einen  Sinn  erst  durch 
Angabe  eines  Bezugssystems.  Da  sie  aber  Differentialgleichungen 
sind,  hat  eine  Verlegung  des  Anfangspunktes,  da  sie  Vektor- 
gleichungen sind,  haben  Änderungen  der  Achsenrichtungen  keinen 

Laue,  Relativitätsprin»ip.    4.  AuS.  o 
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Einfluß  auf  ihre  Form;  alle  Koordinatensysteme,  welche  durch 
diese  Operationen  auseinander  hervorgehen,  zählen  als  ein  einziges 
Bezugssystem.  Aber  der  Bewegungszustand  ist  wesentlich;  eben- 
sowenig wie  in  der  Mechanik  können  hier  die  Grundgleichungen 
für  zwei  beliebig  gegeneinander  bewegte  Systeme  gelten.  Den 
Gegenstand  des  vorliegenden  Heftes  können  wir  daher  in  die  folgen- 
den Fragen  zusammenfassen:  Gibt  es  ein  ausgezeichnetes  Be- 
zugssystem, auf  welches  die  Maxwellschen  Gleichungen 
bezogen  werden  müssen?  Oder,  wenn  es  mehrere 
solcher  Systeme  gibt,  wie  lauten  die  Transformations- 
gleichungen, durch  welche  man  von  dem  einen  zu  dem 
anderen  gelangt?  Diese  letzteren  würden  dann  für  die  Elektro- 
dynamik eine  ähnliche  Rolle  spielen,  wie  die  Galilei- Trans- 
formation in  der  klassischen  Mechanik. 

Ist  die  erste  Frage  zu  bejahen,  so  müssen  sich  Körper,  welche 
sich  gegen  das  ausgezeichnete  System  "bewegen,  offenbar  in  elektro- 
dynamischer Beziehung  prinzipiell  anders  verhalten  als  solche,  die 
in  ihm  ruhen.  Es  muß  sich  dann  durch  Versuche  feststellen 
lassen,  ob  und  wie  sich  ein  Körper  in  ihm  bewegt,  es  muß  also 
einen  physikalischen  Sinn  haben,  von  der  absoluten  Bewegung 
eines  Körpers  zu  reden  *).  Trifft  dagegen  die  andere  Möglichkeit 
zu,  so  müssen  sich  auch  in  einem  bewegten  Körper,  wenn  dieser 
nur  in  einem  passenden  System  ruht,  die  Vorgänge  —  wenigstens 
von  diesem  System  aus  betrachtet  —  genau  so  abspielen,  wie  in 
einem  ruhenden ;  es  hat  dann  keinen  physikalischen  Sinn ,  von 
der  Geschwindigkeit  als  etwas  Absolutem  zu  reden.  Ein  Prinzip, 
welches  das  letztere  behauptet,  bezeichnet  man  daher  passend  als 
ein  Relativitätsprinzip.  (Aus  diesem  Grunde  nannten  wir 
auch  den  Satz  auf  S.  13  das  Relativitätsprinzip  der  Mechanik.)  — 
Die  Entscheidung  der  gestellten  Frage  liegt  offenbar  bei  Versuchen 
über  die  Elektrodynamik  bewegter  Körper. 

Eng  hängt  damit  zusammen  die  Frage  nach  dem  Dasein 
des  Äthers.     Ist  die   Farad  ay-Max  well  sehe  Auffassung  von 


*)  Daß  die  Erkeuntnistheorie  dem  Begriff  der  absoluten  Bewegung 
keinen  Sinn  zu  geben  weiß ,  spielt  hier  keine  Eolle ,  denn  wir  haben 
auch  unsere  „absoluten"  Geschwindigkeiten  in  bezug  auf  ein  Koordi- 
natensystem definiert ,  dessen  Festlegung  auf  empirischem  Wege  und 
zwar  etwa  so  zu  geschehen  hätte,  daß  man  die  Bewegung  der  Planeten 
relativ  zu  ihm  angibt. 
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der  Übertragung  des  elektromagnetischen  Feldes  durch  einen 
materiellen  Träger  desselben  auch  für  den  leeren  Eaum  richtig, 
so  muß  dasjenige  Bezugssystem  ausgezeichnet  sein,  in  welchem 
der  Äther  ruht.  Stellt  sich  aber  heraus,  daß  es  viele  gleich- 
berechtigte Systeme  gibt,  so  kann  man  offenbar  von  keinem  mit 
mehr  Recht  behaupten,  daß  der  Äther  in  ihm  ruht,  als  von  jedem 
anderen;  es  ist  dann  unmöglich,  dem  Äther  einen  bestimmten 
Bewegungszustand  zuzuschreiben ,  man  muß  daher  die  Äther- 
vorstellung ganz  fallen  lassen.  So  gerät  die  Relativitätsfrage 
in  den  engsten  Zusammenhang  mit  der  alten  Streitfrage:  Fern- 
wirkung oder  Übertragung  mit  endlicher  Geschwindigkeit  durch 
ein  Zwlschenraittel?  Man  sieht  schon  aus  dieser  Andeutung,  wie 
tief  die  Frage  in  die  Auffassung  vom  Wesen  aes  elektromagne- 
tischen Feldes  eingreift. 

Um  aber  ihre  ganze  Tragweite  zu  übersehen,  wollen  wir  hier 
die  Antwort  zum  Teil  vorwegnehmen.  Es  wird  sich  zeigen ,  daß 
es  in  der  Tat  eine  dreifach  unendliche  Schar  verschieden  bewegter 
Systeme  gibt,  welche  für  die  Elektrodynamik  gleichberechtigt  sind. 
Aber  diese  Schar  kann  mit  der  durch  das  Relativitätsprinzip  der 
Mechanik  bestimmten  nur  ein  einziges  System  gemeinsam  haben. 
Wären  beide  Relativitätsprinzipe ,  das  eine  für  die  elektrodyna- 
mischen ,  das  andere  für  die  mechanischen  Erscheinungen  gültig, 
so  definierten  beide  zusammen  doch  wieder  ein  ausgezeichnetes 
System ;  sie  höben  daher  ihre  Bedeutung  gegenseitig  auf.  An 
Vorgängen ,  welche  weder  rein  mechanische  noch  rein  elektro- 
dynamische sind  —  rein  elektrodynamische  gibt  es  überhaupt  nur 
im  leeren  Räume,  sonst  sind  immer  irgendwelche  Körper  mit 
ihren  mechanischen  Eigenschaften  daran  beteiligt  — ,  müßte  sich 
dann  eine  absolute  Bewegung  erkennen  lassen*).  Es  kann  daher 
in  der  ganzen  Physik  nur  ein  Relativitätsprinzip  geben, 
wenn  es  diesen  Namen  wirklich  verdienen  soll. 

Tatsächlich  liegt  aber  gar  kein  Zwiespalt  vor.  Die  mecha- 
nischen Versuche,  einschließlich  der  astronomischen  Beobachtungen, 
haben  nämlich  ausnahmslos  mit  so  geringen  Geschwindigkeiten  zu 


*)  Besonders  lehrreich  dafür  ist  der  Xachweis  W.  "Wiens,  daß 
sich  die  Erdgeschwiudigkeit  durch  Messung  der  Lichtgeschwindigkeit 
relativ  zur  Erde  parallel  und  entgegengesetzt  der  Erdgeschwindigkeit 
feststellen  läßt ,  wenn  für  die  Mechanik  das  Eelativitätsprinzip  der 
Galilei -Transformation  gilt  2). 

2* 
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tun,  daß  ihre  Genauigkeit  zur  Entscheidung  zwischen  den  beiden 
Eelativitätsprinzipen  nicht  ausreicht.  Wir  kommen  mit  keinem 
empirischen  Ergebnis  in  Widerspruch,  wenn  wir  das  Relativitäts- 
prinzip der  Elektrodynamik  auf  die  Mechanik  übertragen.  Das 
Umgekehrte  wäre  hingegen  nicht  möglich  (§  4).  Es  ist  daher 
das  Relativitätsprinzip  der  Elektrodynamik,  dem  wir 
universelle  Gültigkeit  zuschreiben  müssen,  wenn  wir 
nicht  überhaupt  auf  ein  solches  verzichten  wollen.  Wir 
nennen  es  deswegen  auch  von  jetzt  an  das  Relativitätsprinzip 
schlechthin.  Freilich  bedürfen  dann  die  Grundgleichungen  der 
Mechanik  einer  Abänderung,  und  auch  die  Thermodynamik.  Auch 
hierauf  müssen  wir  am  Schlüsse  dieses  Buches  eingehen,  um  die 
Vereinbarkeit  der  Relativitätstheorie  mit  den  mechanischen  Er- 
fahrungen darzutun. 

§  2.    Die  empirischen  Grundlagen  für  die  Elektrodynamik 
bewegter  Körper. 

Gehen  wir  zunächst  kurz  auf  das  empirische  Material  ein, 
an  dem  wir  eine  elektromagnetische  Theorie  der  bewegten  Körper 
zu  prüfen  haben.  Seitdem  das  Licht  als  elektromagnetische  Er- 
scheinung erkannt  ist,  versteht  es  sich  von  selbst,  daß  dazu  auch 
optische  Experimente  gehören. 

Induktion.  Die  bekanntesten  Versuche  dieser  Art  sind  die 
Faraday sehen  Versuche  über  die  Induktion  elektrischer  Ströme 
in  geschlossenen,  leitenden  Bahnen  bei  der  relativen  Verschiebung 
solcher  gegen  Magnete  oder  andere  Stromsysteme.  Da  jedes 
Lehrbuch  der  Experimentalphysik  über  sie  ausführlich  berichtet, 
dürfen  wir  uns  hier  mit  der  Angabe  des  Ergebnisses  begnügen. 
Unter  der  Annahme,  daß  der  elektrische  Widerstand  eines  Strom- 
systems eine  durch  Bewegung  nicht  zu  beeinflussende  Konstante 
ist,  läßt  es  sich  dahin  aussprechen,  daß  das  Linienintegral  der 
treibenden  elektrischen  Kraft  S*  gegeben  ist  durch  die  zeitliche 
Änderung  des  magnetischen  Induktionsflusses  durch  die  um- 
schlungene Fläche,  d.  h.  *) : 


-l^h 


ö 


*)  Alle  Bezeichnimpen,  Vektor-  und  Tensorrpgeln  sind  im  Anhanar 
zasammeugestellt ;   die   letzteren   zum   Teil    auch   bewiesen.     Die   Glei- 


stück  liefert:  ,   ^^m 
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oder  nacli  A,  ö,  ö',  da  div^  =  0  ist: 

Die  Anwendung  dieser  Gleichung  auf  ein  unendlich  kleines  Flächen- 
rot(^*  =  -l(^^^  +  rot[^q]). 

q  ist  die  auf  dem  Flächenstück  dö  herrschende  Geschwindigkeit 
der  Materie.  Wie  man  sieht,  ist  der  Bewegungseffekt  von  der 
ersten  Ordnung,  d.h.  proportional  zu  dem  Quotienten  q/c. 

WiLsonscher  Versuch.  In  engem  Zusammenhange  damit 
steht  ein  von  Wilson^)  durchgeführtes  Experiment  über  den 
Einfluß  eines  bewegten  Dielektrikums.  Bei  ihm  bewegt  sich 
zwischen  den  leitend  verbundenen  Platten  eines  Kondensators 
parallel  zu  diesen  eine  planparallele,  dielektrische,  unmagnetisier- 
bare  Schicht  in  einem  homogenen  Magnetfelde  von  der  Feld- 
stärke §,  welches  zur  Geschwindigkeit  q  senkrecht,  zu  den  Platten 
aber  parallel  ist.   Beobachtet  wird  eine  Aufladung  der  Platten  von 

der  Flächendichte  +(£ —  1)     €>•   Schon  früher  hatte  Blondlot 2) 

den  entsprechenden  Versuch  mit  Luft  gemacht ;  da  ihre  Dielektri- 
zitätskonstante sich  nur  unmerklich  von  1  unterscheidet,  so  fand 
er  in  Übereinstimmung  mit  dem  Obigen  keinen  Effekt. 

Wien  seh  er  Versuch.  Wie  J.  Stark^*)  1913  entdeckt 
hat,  spalten  sich  gewisse  Spektrallinien  in  eine  Mehrzahl  von 
Komponenten,  wenn  sich  die  sie  aussendenden  Atome  in  einem 
elektrischen  Felde  befinden.  Man  kann  diese  Aufspaltung  daher 
umgekehrt  zum  Nachweis  und  zur  Messung  eines  solchen  Feldes 
benutzen.  W.  W^ien^^)  hat  daraufhin  1914  zeigen  können,  daß 
Wasserstoff atome,  welche   sich   als   „Kanalstrahlen"    mit  der  Ge- 


churgen  des  Anhanges  sind  zum  Unterschied  von  denjenigen  des  Textes 
mit  griechischen  Buchstaben  a ,  ß ,  y  usw.  bezeichnet.  Hier  sei  nur 
ei-wähnt ,  daß  die  den  elektrischen  Strom  hervorrufende  „treibende 
elektrische  Kraft"  ©*  für  ruhende  Körper  mit  der  elektrischen  Feld- 
stärke S  zusammenfällt,  desgleichen  für  bewegte  Körper  nach  der 
Hertz  sehen  Theorie,  während  in  der  Elektronen-  und  in  dnr  Rela- 
tivitätstheorie im  Fall  der  Bewegung  zwischen  beiden  Vektoren  zu 
unterscheiden  ist. 
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seh  windigkeit  von  etwa  5  .  lO'cmsec"^  bewegen,  in  einem  magne- 
tischen Felde  §  eine  Aufspaltung  zeigen,  die  ruhende  Atome  in 
einem  elektrischen  Felde  von  der  Größenordnung  des  Produktes 

-  [q  §]  aufweisen  müßten. 

Während  diese  Versuche  sich  mit  den  elektrischen  Folge- 
erscheinungen bei  der  Bewegung  von  Körpern  im  Magnetfelde 
beschäftigen ,  kommen  wir  jetzt  zu  solchen ,  welche  die  magne- 
tischen Wirkungen  von  Bewegungen  im  elektrischen  Felde  unter- 
suchen. 

Row landscher  Versuch.  Schon  die  Bezeichnung  „elek- 
trischer Strom"  ist  aus  der  Vorstellung  entsprungen,  daß  sich  in 
einem  durchströmten  Leiter  Elektrizität  bewegt,  wie  Wasser  in 
einer  Röhre.  Ist  sie  richtig,  so  muß  sich  die  Stromdichte  3  wie 
in  der  Hydrodynamik  aus  der  Raumdichte  Q  und  der  Geschwindig- 
keit q  berechnen  nach  der  Gleichung: 

Ein  elektrischer  Strom  hat  aber  ein  Magnetfeld  um  sich.  Row- 
land^)  untersuchte  nun,  ob  von  Materie  konvektiv  mitgeführte 
Elektrizität  die  nach  dieser  Gleichung  entsprechende  magnetische 
Wirkung  hervorruft,  indem  er  eine  elektrisch  geladene  Platte 
rotieren  ließ.  Der  Versuch  bestätigte  das  erwartete  Ergebnis, 
welches  neuerdings  von  Eichenwald*)  nachgeprüft  und  als  richtig 
befunden  worden  ist.  Da  nach  den  Maxwellschen  Gleichungen 
(vgl.  §  4) 

rot^  =  -^Q 

ist,  so  ist  auch  hier  die  Wirkung  proportional  zu  q/c. 

Versuche  von  Röntgen  und  Eichenwald.  Man  muß 
hier  zwei  Anordnungen  unterscheiden,  welche  freilich  im  Grunde 
dieselbe  Frage  prüfen,  aber  auf  verschiedene  Art. 

Die  Elektrizitätslehre  kennt  neben  den  „wahren"  Ladungen, 
um  die  es  sich  beim  Rowland sehen  Versuch  handelt,  auch  noch 
„scheinbare",  d.h.  durch  die  Polarisation  des  Dielektrikums  vor- 
getäuschte, welche  im  elektrischen  Felde  überall  dort  auftreten, 
wo  sich  die  Dielektrizitätskonstante  stetig  oder  unstetig  ändert. 
Zum  Beispiel  ist  an  den  Grenzen  eines  Dielektrikums  zwischen  den 
geladenen  Platten   eines  Kondensators  die  Dichte  der  scheinbaren 
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Flächenladung  gleich  +  (« — 1)|®|-  Die  älteren  Untersuchungen 
von  Röntgen*)  und  die  neueren  und  genaueren  von  Eichen- 
wald^), bei  welchen  dies  Dielektrikum  rotierte ,  haben  gezeigt, 
daß  auch  hier  das  Produkt  aus  der  Dichte  und  Geschwindigkeit  die 
Stromdichte  eines  äquivalenten  Leitungsstromes  angibt.  Dabei,  wie 
auch  beim  Rowlandschen  Versuch,  ist  freilich  zu  beachten,  daß 
die  Ladungen  flächenhaft  verteilt  sind,  und  daß  daher  die  Strom- 
dichte auch  als  Dichte  eines  Flächenstromes,  d.  h.  als  Elektrizitäts- 
menge, welche  in  der  Zeiteinheit  durch  eine  zur  Stromrichtung 
senkrechte  Längeneinheit  hindurchfließt,  zu  deuten  ist.  Für  die 
Theorie  ist  dieser  Unterschied  belanglos,  da  Flächenströme  i^nd 
Flächenladungen  nur  Grenzfälle  räumlicher  Ströme  und  La- 
dungen sind. 

Die  beiden  genannten  Forscher  haben  daneben  noch  die 
Frage  nach  der  Wirksamkeit  eines  Verschiebungsstromes  in  einem 
bewegten  Nichtleiter  beantwortet.  Daß  ein  Verschiebungsstrom 
magnetisch  wirkt,  gehört  zu  den  anerkannten  Wahrheiten  der 
Max  well  sehen  Theorie,  sofern  es  sich  um  zeitlich  veränderliche 
Felder  in  ruhenden  Körpern  handelt.  Die  Besonderheit  dieser 
Untersuchung  liegt  darin,  daß  das  Feld  durchaus  statisch  ist,  und 
daß  sich  nur  durch  die  Bewegung  des  Körpers  die  Verschiebung  im 
gleichen  materiellen  Punkt  ändert.  Wiederum  rotiert  hier  eine  nicht- 
leitende Scheibe  in  einem  Plattenkondensator.  Nur  sind  beide  Platten 
längs  eines  Durchmessers  durchschnitten,  und  die  beiden  Hälften 
derselben  Platte  entgegengesetzt  geladen.  In  einem  diesen  Durch- 
messer passierenden  Punkte  der  Scheibe  schlägt  so  die  elektrische 
Feldstärke  und  die  Verschiebung  in  die  entgegengesetzte  Rich- 
tung um.  Prüft  man  verschiedene  Dielektrika,  so  zeigt  sich 
auch  hier  die  Stärke  des  Verschiebungsstromes  proportional  zur 
Differenz  £  —  1. 

Fizeauscher  und  Zeemanscher  Versuch.  Damit  ist  die 
Reihe  der  Untersuchungen  über  die  im  engeren  Sinne  elektro- 
magnetischen Wirkungen  relativ  zur  Erde  bewegter  Körper  be- 
endet. Von  den  optischen  besprechen  wir  zuerst  den  F  i  z  e  a  u  - 
sehen  Versuch  über  die  Mitführung  des  Lichtes  durch  bewegte 
Körper.  Wäre  das  Relativitätsprinzip  der  Mechanik  gültig,  so 
müßte  die  Lichtfortpflanzung  im  bewegten  Körper  gerade  so 
mit   der   Geschwindigkeit   c/w°    vor    sich   gehen,    wie    im   ruhen- 
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den*);  und  nach  dem  Additionstheorem  der  Geschwindigkeiten 
[Gleichung  (4)]  müßten  die  Phasen  des  Lichtes  relativ  zu  einem 
Beobachter,  gegen  den  der  Körper  die  Geschwindigkeit  q  besitzt, 
mit  einer  Geschwindigkeit  vom  Betrage 

Cr  =  -^  ±  2 

fortschreiten ,  je  nachdem  die  Lichtfortpflanzung  in  der  Rich- 
tung von  q  oder  entgegengesetzt  erfolgt.  Durch  ein  Experiment, 
bei  welchem  zwei  Lichtstrahlen  miteinander  interferieren,  welche 
beide  eine  Röhre  mit  strömender  Flüssigkeit,  der  eine  in  der 
Bewegungsrichtung,  der  andere  entgegengesetzt,  durchsetzt  haben, 
konnten  Fizeau''),  später  Michel  son  und  Morley^)  und 
neuerdings  mit  besonderer  Genauigkeit  Zeeman^*)  zeigen,  daß 
die  Geschwindigkeit  q  nicht  ganz  zu  c/n  hinzuzufügen  ist, 
sondern  versehen  mit  dem  Fresnelschen  Mitführungs- 
koeffizienten 1  —  l/n°^,  so  daß  die  obige  Gleichung  umzu- 
ändern ist  in 


=  ^^^''{'-^^ 


Bei  Gasen,  deren  Brechungsexponent  sich  von  1  nur  sehr  wenig 
unterscheidet,  ist  infolgedessen  überhaupt  kein  Einfluß  zu  be- 
merken**). Dasselbe  beweist,  wenn  auch  nicht  mit  der  letzt- 
genannten Genauigkeit,  ein  Versuch  von  Zeeman^^),  bei  welchem 
die  strömende  Flüssigkeit  durch  einen  bewegten  Glaskörper  ersetzt 
ist.  —  Man  hat  diesen  Versuch  während  eines  halben  Jahrhunderts 
als  den  unmittelbaren  experimentellen  Beweis  für  die  Existenz 
eines  die  Körper  durchdringenden,  aber  doch  stets  ruhenden  Äthers 
angesehen.    Denn  wie  sollte  man  ihn  anders  deuten,  als  daß  nicht 


*)    n^    bedeutet   den    Brechungsindex    des    Körpers.      Wegen    des 
Index  0  vergleiche  die  nächste  Anmerkung. 

**)  Beim  Eintritt  in  einen  bewegten  Körper  erhält  das  Licht  im 
allgemeinen  diesem  gegenüber  infolge  des  Dopplt^reffekts  (siehe  weiter 
unten)  eine  andere  Schwingungszahl,  als  es  gegen  ruhende  Teile  der 
Versuchsanordnung  hat.  Infolgedessen  darf  man  bei  einem  dispergieren- 
den  Korper  n^  nicht  mit  dem  Brechungsindex  n  verwechseln,  welcher 
für  die  von  der  ruhenden  Lichtquelle  entsandte  Schwingun^szahl  gilt, 
sondern  es  ist  an  n  eine  zu  q/e  proportionale  Korrektinn  anzubringen. 
Etwas  Ähnliches  gilt  für  den  Versuch  von  Zeeman,  während  bei  dem 
von  Harress  der  Dopplereffekt  fortfällt. 
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alles,  was  im  Körper  Träger  der  Lichtfortpflanzung  ist,  an  der 
Geschwindigkeit  desselben  teilnimmt,  solange  man  an  das  Additions- 
theorem (4)  glaubte,  welches  die  klassische  Mechanik  für  die  Ge- 
schwindigkeit aufstellt?  Im  Sinne  der  Relativitätstheorie  dagegen 
bestätigt  er  nur  das  berühmte  Ein  st  ein  sehe  Additionstheorem 
der  Geschwindigkeit. 

Versuche  von  Sagnac^")  und  Harress^^):  Am  Rande 
einer  ebenen  Kreisscheibe,  welche  sich  um  ihren  Mittelpunkt  mit 
konstanter  Geschwindigkeit  dreht,  sind  tangentiell  zu  ihr  drei 
Spiegel  81,82,83  befestigt,  desgleichen  eine  halbdurchlässige  Glas- 
platte P,  welche  einen  Lichtstrahl,  der  von  der  mitrotierenden 
Lichtquelle  L  kommt,  durch  Spiegelung  und  Brechung  in  zwei 
Strahlen   zerlegt.      Die  Platte  JP  und   die  ji-     , 

Spiegel  8  bilden  die  Ecken  eines  Quadrates. 
Die  beiden  genannten  Strahlen  durch- 
laufen, von  jedem  der  Spiegel  8  zurück- 
geworfen, dessen  Seiten,  aber  in  ent- 
gegengesetzten Richtungen.  Bei  der  Rück- 
kehr nach  P  geben  sie  zu  vier  Strahlen 
Veranlassung,  von  denen  aber  je  zwei 
zusammenfallen  und  miteinander  inter- 
ferieren ;  das  System  der  Interferenzstreifen  wird  auf  einer  mit- 
rotierenden photographischen  Platte  Ph  aufgefangen.  Ruhte  die 
Scheibe,  so  wären  die  Wege  beider  Strahlen  von  ihrer  Trennung 
bis  zur  Wiedervereinigung  einander  gleich;  infolge  der  Drehung 
hat  jedoch  der  im  Sinne  der  Drehung  umlaufende  einen  längeren, 
der  andere  einen  kürzeren  Weg  zurückzulegen  als  im  Falle  der 
Ruhe.  Beim  Übergang  von  der  Ruhe  zur  Bewegung  verschiebt 
sich  somit  das  System  der  Interferenzstreifen,  und  zwar  er- 
geben Sagnacs  Beobachtungen,  daß  die  Verschiebung,  aus- 
gedrückt in  Streifenbreiten,  AaF/c.k  ist.  Dabei  bedeutet  a 
die  W^inkelgesch windigkeit,  F  den  Inhalt  der  vom  Lichtweg  um- 
schlungenen (hier  quadratischen)  Fläche,  X  die  Wellenlänge  des 
Lichtes. 

Beim  S  a  g  n  a  c  sehen  Versuch  laufen  die  Lichtstrahlen  in 
der  atmosphärischen  Luft,  die  aber  gegenüber  dem  leeren  Raum 
keinen  erheblichen  Unterschied  bedingt.  Das  wird  wesentlich 
anders   beim   Versuch   von   Harress,    bei    welchem    der  Licht- 
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weg  in  einem  an  der  Drehung  teilnehmenden  Kranz  von  Glas- 
prismen liegt.  Dieser  dem  Sagna eschen  zeitlich  vorausgehende 
Versuch  stellt  somit  eine  Art  Vereinigung  der  Versuche  von 
Fizeau  und  Sagnac  dar.  Trotz  des  Unterschiedes  gilt  hier 
für  die  Streif enverschiehung  die  gleiche  Formel  wie  bei  Sagnac; 
daß  die  Fläche  F  hier  ein  nicht  ganz  regelmäßiges  Zehneoii  ist, 
ändert  nichts  daran. 

Beide  Versuche  beweisen  auf  optischem  Wege,  was  aus  vielen 
mechanischen  Versuchen  bekannt  ist,  daß  im  mitrotierenden  Be- 
zugssystem die  Naturvorgänge  anders  als  in  einem  ruhenden  ver- 
laufen. 

Bei  allen  diesen  Versuchen  ist,  wie  wir  sehen,  der  Effekt  von 
der  ersten  Ordnung,  d.  h.  zum  Verhältnis  q/c,  proportional.  Die 
dabei  benutzten  Geschwindigkeiten  sind,  abgesehen  vom  Wien- 
schen  Versuch,  solche  großer  Massen,  wie  die  Experimentierkunst 
sie  eben  herzustellen  vermag,  also  jedenfalls  gegen  die  Licht- 
geschwindigkeit c  äußerst  klein.  Darauf  beruht  die  Schwierig- 
keit; es  läßt  sich  kaum  beschreiben,  welches  Maß  von  Scharf- 
sinn ,  experimentellem  Geschick  und  von  Geduld  dazu  gehört 
hat,  diese  Schwierigkeit  bei  den  hier  erwähnten  Versuchen  zu 
überwinden.  Nun  sind  aber  die  Geschwindigkeit,  mit  welcher 
sich  die  Erde  um  die  Sonne  bewegt  (q«  =  3.  lO^cmsec"^),  und 
ebenso  die  Geschwindigkeiten  der  anderen  Himmelskörper  weit 
größer ,  als  alle  diejenigen ,  welche  wir  Körpern  relativ  zur  Erde 
geben  können.  Man  muß  daher  ,weit  leichter  zu  beobachtende 
Effekte  erwarten,  wenn  man  derartige  Geschwindigkeiten  be- 
nutzen kann. 

Aberration.  In  der  Tat  liegen  nun  schon  seit  1727  [Brad- 
ley^®)]  hierhergehörige  astronomische  Beobachtungen  vor.  Sieht 
man  nach  sehr  entfernten  Fixsternen  in  der  Nähe  des  Poles  der 
Ekliptik,  so  muß  man  die  Richtung  des  Fernrohres  (bezogen  auf 
das  Sonnensystem)  im  Laufe  eines  Jahres  so  ändern ,  als  be- 
schrieben diese  Sterne  am  Himmel  Kreise  mit  einem  Durchmesser 
von  41"  =  2 .  10~*  in  absolutem  Bogenmaß.  Sterne  in  der 
Ekliptik  durchlaufen  scheinbar  gerade  Strecken  von  dieser  Länge 
alle  anderen  Ellipsen,  deren  große  Achse  diesen  Betrag  hat.  Die 
elementare  Erklärung  dieser  Tatsache  (welche  von  den  Brechungen 
im  Fernrohr  absieht)  ist   die,   daß  man   das  Fernrohr  um  einen 
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Winkel  C\en'C  gegen  die  Richtung  der  Lichtstrahlen  neigen  muß, 
um  diesen  ungehinderten  Durchgang  zu  gestatten;  qe„  ist  die  Ge- 
schwindigkeit der  Erde  senkrecht  zum  Lichtstrahl.  Bemerkens- 
wert ist  die  LTnabhängigkeit  dieses  Winkels  von  dem  Mittel,  in 
welchem  man  beobachtet;  er  ändert  sich  nicht,  wenn  man  das 
Fernrohr  mit  Wasser  füllt  [Airy^)].  Die  Abweichung  der  Rohr- 
richtung von  der  Richtung  nach  dem  gleichzeitigen  Orte  des  Sterns 
ist  aber  keineswegs  allein  durch  die  Erdgeschwindigkeit  bedingt, 
vielmehr  überlagert  sich  dazu  noch  ein  Effekt,  welcher  von  der 
Bewegung  der  Lichtquelle  abhängt,  und  der  daher  rührt,  daß  der 
Lichtstrahl  von  dem  Orte  herkommt,  an  welchem  sie  sich  zur  Zeit 
seiner  Aussendung  befand.  Infolgedessen  bildet  der  Strahl 
mit  der  Richtung  nach  dem  gleichzeitigen  Orte  einen  Winkel, 
dessen  Größe  durch  die  Geschwindigkeit  der  Lichtquelle  senkrecht 

zum  Strahl  qj»  bestimmt,  und  zwar  gleich  —  ist.    Die  Abweichung 

zwischen  Fernrohrachse  und  der  letzteren^Richtung  hängt  infolge- 
dessen, wie  eine  einfache  trigonometrische  Betrachtung  zeigt,  nur 
von  der  Relativgeschwindigkeit  der  Erde  zur  Lichtquelle  ab,  und 
die  Erscheinung  der  Aberration  beweist  deshalb  nur,  daß  die 
Relativgeschwindigkeit  sich  im  Laufe  eines  halben  Jahres  um  den 
Betrag  2  ge/c  =  2.  10~*  ändert,  lehrt  aber  nichts  über  den  Be- 
wegungszustand der  Erde  zum  „Äther". 

Dopplereffekt.  Eine  zweite,  auch  schon  lange  (seit  1845) 
bekannte  Beobachtung  dieser  Art  ist  der  Dopplereffekt^*).  Wie 
sich  spektroskopisch  durch  die  Verschiebung  der  Emissions-  oder 
Absorptionslinien  im  Spektrum  der  Fixsterne  nachweisen  läßt, 
wird  die  Schwingungszahl  des  Lichtes  durch  die  der  Entfernung 
parallele  Komponente  der  Relativgeschwindigkeit  zwischen  Erde 
und  Lichtquelle  (q^)  um  den  Faktor  (1  -|-  c\r!c)  geändert.  Die 
elementare  Erklärung  dafür  ist,  daß  die  Zahl  der  Lichtwellen, 
welche  pro  Zeiteinheit  iji  unser  Auge  gelangen ,  vergrößert  wird, 
wenn  wir  uns  ihr  nähern,  verkleinert,  wenn  wir  uns  von  ihr  ent- 
fernen. Das  akustische  Analogon  dieser  Erscheinung  ist  hin- 
reichend bekannt.  —  Der  Dopplereffekt  ist  von  der  größten 
Wichtigkeit  für  die  Astronomie  zur  Erkennung  der  in  sehr  ent- 
fernten Doppelsternsystemen  stattfindenden  Bewegungen.  Die 
Physik  verdankt  ihm  den  experimentellen  Nachweis ,   daß   die  bei 
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der  Entladung  in  verdünnten  Gasen  auftretenden  Kanalstrahlen 
bewegte  Korpuskeln  sind  [Stark  ^'')].  Neuerdings  ist  es  auch 
gelungen,  ihn  durch  Bewegung  eines  Spiegels  relativ  zur  Erde 
nachzuweisen  [Galitzin  i^)]. 

Michelsonscber  Versuch^2)_  Bei  allen  bisher  beschriebenen 
Experimenten  hängt  der  Erfolg  von  der  ersten  Potenz  des  Ver- 
hältnisses g/c  ab;  die  Genauigkeit  ist  zu  gering,  um  über  Glieder 
höherer  Ordnung  Eechenschaft  zu  geben.  Im  Gegensatz  dazu 
handelt  es  sich  beim  Mi chelson sehen  Versuch  um  einen  Effekt 
zweiter  Ordnung.    Gerade  hierauf  beruht  seine  Bedeutung.    Denn 

Fig.  1  a. 


Si 


HL 


die  anderen  Beobachtungen  konnte  z.  B.  auch  die  Lorentzsche 
Theorie  des  ruhenden  Äthers  erklären;  der  negative  Ausfall  des 
Mich  eis  onschen  Versuches  dagegen  zwang  sie  zu  einer  neuen, 
schon  zur  Relativitätstheorie  hinüberleitenden  Hypothese.  So 
wurde  dieser  Versuch  geradezu  der  Fundamentalversuch  für  die 
Relativitätstheorie;  wie  man  auch  von  ihm  fast  unmittelbar  zur 
Ableitung  der  das  Relativprinzip  enthaltenden  „Lorentz- 
Transformation"  gelangt  (§  6).  Diese  große  Bedeutung  mag 
eine  eingehendere  Beschreibung  rechtfertigen ;  immerhin  ge- 
statten wir  uns  auch  so  noch  vielerlei  idealisierende  Verein- 
fachungen. 

Zunächst  denken  wir  uns  den  Apparat  in  Ruhe.    Der  Licht- 
strahl L  (Fig.  1  a)  trifft  unter  45°  Einfallswinkel  auf   eine   sehr 
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dünne,  halbdurchlässig  versilberte  Glasplatte  P;  er  wird  zum  Teil 
gespiegelt,  zum  Teil  hindurchgelassen.  Der  gespiegelte  Strahl 
trifft  senkrecht  auf  einen  Spiegel  Si,  der  andere  ebenso  auf  einen 
Spiegel  Sgl  Si  und  Sj  befinden  sich  in  nahezu  gleichem  Abstände  l 
von  P.  Beide  Strahlen  kehren  dann  auf  den  Wegen,  auf  welchen 
sie  gekommen  sind,  nach  P  zurück  und  erfahren  hier  wiederum 
Spiegelung  und  Brechung.  Je  ein  gespiegelter  und  ein  gebrochener 
Strahl  überdecken  sich  jetzt  und  geben  dabei  zu  Interferenz- 
erscheinungen Anlaß,  von  denen  man  die  eine  in  der  Brennebene 
des  Fernrohres  F  beobachtet. 

Fragen  wir  nach  der  Gestalt  der  Streifen.  Für  das  Inter- 
ferenzphänomen ist  alles  so,  als  wäre  der  eine  der  interferierenden 
Strahlen  nicht  an  Sjj  sondern  an  dem  Spiegelbilde  S2  von  S^  an 
P  reflektiert.  Da  Si  nach  den  obigen  Annahmen  zu  S2  parallel 
ist,  sieht  man  das  bekannte  System  von  konzentrischen  Ringen, 
wie  es  an  planparallelen  Platten  entsteht.  Dreht  man  aber  den 
Spiegel  5>j  ein  wenig  aus  seiner  bisherigen  Lage  beraus,  so  ver- 
schwinden die  Planparallelitätsringe,  dafür  treten  gerade,  äqui- 
distanta  Interferenzstreifen  gleicher  Dicke  auf,  wenn  man  das 
Fernrohr  auf  Sä  einstellt.  Diesen  Apparat  bezeichnet  man  als 
Micheisousches  Interf erometer. 

Denken  wir  uns  nun  diese  Anordnung  parallel  dem  Strahl 
PSi  in  Bewegung  gesetzt  und  sie  so  eingerichtet,  daß  der  Strahlen- 
gang  relativ  zu  dem  mitbewegten  System  (Erde)  der  gleiche  bleibt. 
Die  Relativgeschwindigkeit  des  Lichtes  Cr  ist  nach  (4)  die  Vektor- 
diflerenz  aus  der  Lichtgeschwindigkeit  c  im  Vakuum  und  der  Erd- 
geschwindigkeit q;  also  in  dem  i'alle,  daß  beide  in  der  Richtung 
miteinander  zusammenfallen  oder  einander  entgegengerichtet  sind, 

Cr  =  c+g, 

im  Falle,  daß  Cr  senkrecht  zu  q  steht, 


Cr  =  Vc^  —  2^- 
Die  Strecke  PSi  =1  wird  also  von  P  nach  Si  in  der  Zeit 


umgekehrt  in  der  Zeit  durchlaufen,  hin  und  zurück  daher 

in  der  Zeit 
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Die  Strecke  PS^  dagegen   legt  das  Licht  in  beiden  Richtungen  in 

der  Zeit 

zurück.     Die  Differenz 

ist  bestimmend  für  die  Lage  der  Interferenzmaxima  und  -minima. 
Dreht  man  nun  den  Apparat  in  seiner  Ebene  um  OO",  so  ver- 
tauschen die  Strahlen  FS^  und  PS^  ihre  Rollen,  die  Differenz 
ihrer  Durchlaufungszeiten  wird  also 

Es  müssen  sich  daher  bei  der  Drehung  die  Streifen  verschieben, 
und  zwar  ist  die  Verschiebung,  gemessen  in  Bruchteilen  eines 
Streifenabstandes,  gleich  der  Änderung  von  {ti  —  t^),  dividiert 
durch  die  Periode  t  des  Lichtes,  also  gleich 

er  c2  ~    X    c2' 
wo  X  =  ex  die  Wellenlänge  ist. 

Trotz  der  Kleinheit  von  q^/C'^  (=  10~^)  konnte  die  Genauigkeit 
des  Versuches  durch  Vergrößerung  der  Strecke  l  bis  auf  3,2  .  10^  cm 
(Z/A  rund  =  10^)  schheßlich  so  weit  getrieben  werden,  daß  ein  Hun- 
dertstel der  erwarteten  Verschiebung  hätte  wahrgenommen  werden 
müssen.  Trotzdem  zeigte  sich  keine  Spur  einer  solchen :  es  ist  durch- 
aus so,  als  pflanzte  sich  das  Licht  trotz  der  Bewegung  längs  der 
Strecken  PSi  und  PS2  stets  mit  der  gleichen  Geschwindigkeit  fort. 

Sehr  einfach  erklärte  diesen  Sachverhalt  die  Idee  von 
Ritz  13)^  (Jaß  die  Lichtgeschwindigkeit  von  der  Bewegung  der 
Lichtquelle  abhängt,  wie  die  Geschwindigkeit  des  Geschosses  von 
der  des  Geschützes.  Doch  verstößt  die  Durchführung  dieses 
Gedankens  sonst  so  ziemHch  gegen  die  gesamte  optische  Er- 
fahrung. Unmittelbar  und  mit  größter  Schärfe  widerlegt  ihn 
zudem  die  spektroskopische  Beobachtung  der  Bewegung  physisch 
verbundener  Doppelsterne.  Besteht  ein  solcher  etwa  aus  einem 
Zentralkörper  und  einem  diesen  umkreisenden  Begleiter,  so  müßte 
nach  dieser  Annahme  das  Licht  des  letzteren  von  verschie- 
denen   Stellen    seiner    Bahn    mit    verschiedener   Geschwindigkeit 
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zur  Erde  gelangen.  Bei  der  gi-oßen  Entfernung,  -welche  es  dabei 
zurückzulegen  hat,  bewirkten  dann  schon  kleine  Geschwindigkeits- 
unterschiede erhebliche  Unterschiede  in  den  dazu  benötigten 
Zeiten;  es  müßte  dann  häufig  vorkommen,  daß  wir  den  Begleiter 
an  mehreren  Stellen  seiner  Bahn  gleichzeitig  wahrnehmen.  Tat- 
sächlich liegt  nicht  die  Spur  eines  derartigen  Effektes  vor-^^^). 

Andere  "Versuche  über  den  Einfluß  der  Erdbewegung. 
Nur  nebenbei  soll  hier  erwähnt  werden,  daß  Trouton  und 
Noble  1*)  vergeblich  nach  einem  von  der  Lorentz sehen  Theone 
vorausgesagten ,  zu  q^jc^  proportionalen  Drehmoment  gesucht 
haben ,  welches  ein  geladener  Plattenkondensator  infolge  der 
Bewegung  erfahren  sollte*).  Ebenso  ergebnislos  verliefen  die 
Versuche  einer  Reihe  von  Physikern  i°) ,  eine  Doppelbrechung  der 
Körper,  Änderungen  der  Rotationspolarisation  und  des  Spiege- 
lungs-  und  Brechungsvorganges  als  Folgen  der  Erdbewegung 
nachzuweisen.  Nach  Des  Coiidres^^)  ist  ferner  kein  Einfluß 
davon  auf  die  Induktionserscheinungen,  nach  Trouton  und 
Rankine  1')  keine  Änderung  der  Stromverteilung  zu  bemerken, 
wenn  man  eine  Wheatstonesche  Brücke  verschieden  gegen  die 
Erdgeschwindigkeit  orientiert.  Die  Liste  der  Experimente,  bei 
welchen  nach  einem  Einfluß  der  Erdbewegung  gesucht  wurde, 
ließe  sich  sogar  noch  erheblich  verlängernd'''^).  Bei  keinem  hat 
sich  das  Gesuchte  beobachten  lassen,  und  darin  liegt  die  festeste 
Stütze  für  die  Überzeugung  von  der  Existenz  eines  Relativitäts- 
prinzips. Freilich  muß  man  ja  bei  der  Verallgemeinerung  nega- 
tiver Erfahrungen  sehr  vorsichtig  zu  Werke  gehen;  kann  doch  ein 
einziger  Versuch  mit  positivem  Ergebnis  sie  als  unzulässig  er- 
weisen. Dennoch  stützt  sich  der  allgemeine  feste  Glaube  an  die 
Gültigkeit  der  beiden  Hauptsätze  der  Thermodynamik  auch  auf 
keine  sicherere  Unterlage,  als  die  Häufung  gewisser  negativer  Er- 
fahrungen, daß  es  nämlich  auf  keine  Weise  gelingt,  ein  Perpetuum 
mobile  erster  oder  zweiter  Art  zu  bauen.  Und  wenn  sich  die 
Zahl  der  vollgültigen  Experimente  in  unserem  Falle  auch  nicht 
mit  derjenigen  Fülle  genauer  Versuche  messen  kann,  die  in  den 
beiden  anderen  Fällen  vorliegt,  so  bilden  sie  doch  immerhin  schon 
eine  Instanz  von  erheblichem  Gewicht. 


*)  Die  Theorie  dieses  Versuches  kann  erst  später  (in  §  18)  gegeben 
werden. 
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Dynamik  des  Elektrons.  Zum  Schluß  müssen  wir  noch 
auf  eine  hochinteressante  Eeihe  von  Versuchen  über  die  Dynamik 
des  Elektrons  eingehen.  In  den  Kathodenstrahlen  bewegen  sich 
bekanntlich  die  freien  Atome  der  negativen  Elektrizität,  die  so- 
genannten Elektronen.  Dieselben  bilden  auch  einen  Teil  der  von 
radioaktiven  Substanzen  ausgehenden  Strahlung  (/3-Strahlen)  und 
treten  außerdem  aus  den  Metallen  bei  der  Bestrahlung  mit  ultra- 
violettem Licht  oder  Röntgenstrahlen  oder  infolge  hoher  Tempe- 
ratur heraus.  Ihre  Geschwindigkeit  kommt  in  den  /3- Strahlen 
nahe  an  die  des  Lichtes  heran ,  doch  hat  man  auch  die  bei  den 
Kathodenstrahlen  und  den  lichtelektrischen  Vorgängen  auftreten- 
den Elektronen  durch  elektrische  Felder  bis  über  die  halbe  Licht- 
geschwindigkeit beschleunigt  (Hupka,  Eatnowski). 

Ein  bewegtes  Elektron  repräsentiert  eine  elektrische  Strömung; 
es  ist  gemäß  dem  Rowland  sehen  Versuch  von  einem  magnetischen 
Feld  umgeben,  dessen  Stärke  mit  der  Geschwindigkeit  wächst. 
Ändert  man  die  letztere  nach  Größe  oder  Richtung,  so  übt  dies 
Feld  eine  der  Selbstinduktion  eines  Stromes  ähnliche  Wirkung 
aus,  welche  sich  als  Widerstand  gegen  die  Beschleunigung,  d.h. 
als  Trägheit  des  Elektrons  äußert,  so  daß  man  diesem,  auch  wenn 
ihm  wirkliche  Masse  fehlt,  wie  zurzeit  vielfach  angenommen 
wird,  eine  „elektromagnetische  Trägheit"  zuzuschreiben  hat  (§  18). 
Nur  ist  diese  Trägheit  nicht  einer  skalaren  Masse  äquivalent. 
Vielmehr  ist  die  Trägheit  gegenüber  einer  Beschleunigung  in  der 
Bewegungsrichtung  eine  andere,  als  wenn  diese  auf  der  Ge- 
schwindigkeit senkrecht  steht.  Man  unterscheidet  deshalb  die 
„longitudinale"  von  der  „transversalen"  Masse. 

Soweit  stimmen  alle  Theorien  für  die  Dynamik  des  Elektrons 
überein,  doch  unterscheiden  sie  sich  in  quantitativer  Beziehung, 
Nach  der  Lorentzschen  „Absoluttheorie"  ist,  wie  Abraham^^), 
Schwarzschild^s)  und  Sommerf eld^oj  zeigen,  die  longitudi- 
nale  Masse 

die  transversale  Masse 


nach  dem  Relativitätsprinzip  dagegen  ist,   wie  wir  in  §  26  sehen 
werden : 
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[l-r/A-ä  ]'l  —  gVca' 

m  ist  dabei  die  Rulimasse  des  Elektrons.  Nun  erfährt  ein  be- 
wegtes Elektron  sowohl  im  elektrischen  als  im  magnetischen 
Feld  Kräfte,  so  daß  man  seine  Dynamik  experimentell  unter- 
suchen kann.  Kaufmann -i),  der  zuerst  an  diese  Versuche 
herantrat,  konnte  auch  die  Abhängigkeit  der  transversalen  Träg- 
heit von  der  Geschwindigkeit  bei  den  /3- Strahlen  nachweisen.  Zu 
einer  Entscheidung  zwischen  beiden  Theorien  reichte  aber  die 
Genauigkeit  nicht  aus.  Auch  die  späteren  Versuche  von 
Bucherer22),  ßatnowski  23),  Hupka24)  und  Neumann^*'») 
brachten  keine  völlige  Entscheidung.  Erst  Somm  erf  eld  ^*'^) 
und  Glitscher ^*'^)  ist  es  durch  Diskussion  der  überaus  sorg- 
fältigen Messungen  von  Paschen  ^*'^)  an  den  Feinstrukturen  der 
Spektrallinien  des  Heliums,  sowie  durch  Diskussion  der  Serien- 
gesetze der  Röntgenstrahlspektrallinien  gelungen,  für  die  die 
Atomkerne  umkreisenden  Elektronen  die  von  der  Relativitäts- 
theorie geforderte  Abhängigkeit  der  Massen  von  der  Geschwindig- 
keit schlagend  nachzuweisen  ^5). 

Dies  mannigfaltige  Material  soll  nun  zur  Beurteilung  der 
Relativitätsfrage  herangezogen  werden.  Das  Induktionsgesetz 
spricht  für  die  Möglichkeit  eines  Relativitätsprinzips,  denn  nur 
von  der  relativen  Verschiebung  hängt  die  Veränderung  des  Inte- 
grals [33rt<^<5  (innerhalb  der  durch  die  Versuchsgenauigkeit  ge- 
zogenen Grenzen)  ab.  Das  gleiche  gilt  für  die  Aberration  und  den 
Dopplereffekt,  sowie  für  alle  elektromagnetischen  und  optischen  Er- 
scheinungen auf  der  Erdoberfläche  —  mit  Ausnahme  des  Fizeau- 
schen  Versuches,  welcher  geradezu  handgreiflich  das  Dasein  eines 
ruhenden  Äthers  zu  beweisen  scheint.  Auch  können  wir  aus  der 
Dynamik  des  Elektrons  wegen  der  Veränderlichkeit  der  Trägheit 
jedenfalls  den  Schluß  ziehen,  daß  die  klassische  Mechanik  und  ihr 
Relativitätsprinzip  nicht  allgemein  gültig  ist.  Man  erkennt  schon 
hier,  daß  es  eine  wissenschaftliche  Tat  ersten  Ranges  sein  muß, 
diese  so  widerspruchsvoll  erscheinenden  Ergebnisse  aus  einem 
Gesichtspunkte  heraus  zu  erklären;  man  darf  sich  aber  auch  nicht 
wundern,  daß  diese  Tat  tief  in  unser  ganzes  physikalisches  Welt- 
bild eingreift  und  bis  an  die  erkenntnistheoretischen  Grundlagen 
dieser  Wissenschaft  rührt. 

Lauo,  Relativitätsprinzip.     4.  Aufl.  a 
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n.  Die  älteren  Theorien  der  Elektrodynamik 
bewegter  Körper. 

§  3.    Hlstorisclie  Übersicht. 

Da  die  Relativitätstheorie  eine  so  tiefgehende  Wandlung  in 
den  Grrundanschauungen  der  Physik  erforderlich  macht,  bedarf 
sie  vielleicht  mehr  wie  andere  Theorien  des  Beweises  ihrer  Not- 
wendigkeit. Nun  kann  natürlich  jede  physikalische  Theorie  ihre 
eigentliche  Stütze  nur  in  sich  selbst  und  in  der  Bezugnahme  auf 
die  Tatsachen  finden.  Immerhin  gibt  es  auch  auf  diesem  Gebiet 
eine  Art  historischer  Notwendigkeit,  die  in  dem  Fehlschlagen  aller 
anderen  Versuche  liegt,  zu  einem  befriedigenden  Verständnis 
der  Tatsachen  zu  gelangen.  Aus  diesem  Grunde  wollen  wir  von 
den  älteren  Theorien  der  bewegten  Körper  wenigstens  zwei  vorher 
besprechen,  die  Hertz  sehe  Theorie  und  die  Elektronentheorie 
von  H.  A.  Loren tz.  Wir  wählen  gerade  diese  aus,  weil  sie  vom 
Standpunkt  der  Relativitätsfrage  besonders  interessant  sind.  Ver- 
sucht doch  die  eine  von  ihnen  das  Relativitätsprinzip  der  Mechanik 
auf  die  Elektrodynamik  zu  übertragen,  während  die  andere  die 
Möglichkeit  eines  solchen  Prinzips  von  Grund  aus  leugnet.  Unserem 
Zweck  entsprechend  müssen  wir  natürlich  mehr  ihre  Mängel  als 
ihre  Vorzüge  hervortreten  lassen;  darum  soll  zunächst  auf  ihre 
hohe  Bedeutung  in  der  Geschichte  der  Wissenschaft  hingewiesen 
weirden.  Die  Gedanken,  auf  denen  sie  benihen,  lagen  weit  näher 
als  die  Grundidee  der  Relativitätstheorie;  man  wäre  nie  zu  der 
letzteren  gelangt,  wenn  nicht  zuvor  die  Durchführung  der  ersteren 
versucht  und  der  Versuch  als  aussichtslos  erkannt  worden  wäre. 
Zudem  hat  namentlich  die  Lorentz  sehe  Theorie  durch  Einführung 
gewisser  neuer  fundamentaler  Begriffe  der  Relativitätstheorie  so 
vorgearbeitet,  daß  deren  schnelle  Entwickelung  zum  großen  Teil 
dieser  ihrer  Vorläuferin  zu  verdanken  ist 
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Nicht  unerwätnt  darf  bleiben,  daß  H.  A.  Lorentz  1904  seine 
Theorie  in  Rücksicht  auf  den  Michelsonschen  und  denTrouton- 
N  ob  leschen  Versuch  so  modifiziert  hat,  daß  sie  von  allen  Beob- 
achtungen Rechenschaft  gibt  [in  ihr  tritt  schon  die  „Lorentz- 
Transformation"  auf^)],  und  daß  E.  Cohn  eine  Elektrodynamik 
aufgestellt  hat,  welche,  abgesehen  von  dem  Fehlen  einer  Atomistik, 
dasselbe  leistet  2).  Doch  wiegt  dieser  Mangel  angesichts  der  Er- 
scheinungen der  Stromleitungen  in  Elektrolyten  und  Gasen,  der 
Kathoden-  und  Radiumstrahlen  so  schwer,  daß  die  Cohn  sehe 
Theorie  nie  weitere  Verbreitung  gefunden  hat.  Eine  eigentliche 
experimentelle  Entscheidung  zwischen  der  erweiterten  Lorentz- 
schen  und  der  Relativitätstheorie  ist  dagegen  wohl  überhaupt 
nicht  zu  erbringen,  und  wenn  die  erstere  trotzdem  in  den  Hinter- 
grund getreten  ist,  so  liegt  dies  hauptsächlich  daran,  daß  ihr,  so 
nahe  sie  auch  der  Relativitätstheorie  kommt,  doch  das  große,  ein- 
fache, allgemeine  Prinzip  mangelt,  dessen  Besitz  der  Relativitäts- 
theorie von  vornherein  etwas  Imposantes  verleiht. 

§4.    Die  Theorie  von  Heinrich  Hertz. 

a)  Ruhende  Körper.  Ende  der  80er  Jahre  des  19.  Jahr- 
hunderts gelangte  eine  große  Epoche  der  Elektrodynamik  zum 
Abschluß,  indem  Hertz  die  Max  well  sehe  Theorie  experimentell 
bewies  und  sie  auf  das  folgende  einfache  System  von  Grund- 
gleichungen brachte*): 

(m)     div'S)  =  Q  (IV)     div^  =  0 

(V)  S)  =  £(£  (VT)  33  =  fi.^ 

(Vn)  5  =  öe. 

Dazu  tritt  noch  ein  Ansatz  für  die  Dichte  der  elektromagnetischen. 

Energie:  -  ^ 

Tr=i{((g®)-f(§S)) (VIE) 

Als  Grenzbedingungen  für  TJnstetigkeitsflächen  kommen  die  For- 
derungen hinzu,  daß  die  Tangentialkomponenten  beider  Feldstärken 


*)  Wir  beschränken  uns  auf  isotrope,  nicht  permanent  magne- 
tisif  rte  und  nicht  ferromagnetische  Körper.  Wegen  der  Bezeichnungen 
und  des  Maßsystems  vgl.  den  Anhang. 

3* 
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6  und  §  und  die  Xormalkomponenten  beider  Verschiebungen  jD 
und  33  stetig  sein  sollen;  sie  sind  durch  Grenzübergang  aus  den 
Gleichungen  (I)  bis  (IV)  abzuleiten.  Nur  wo  elektrische  Flächen- 
ladung auftritt,  hat  die  Normalkomponente  von  3)  einen  Sprung, 
dessen  Betrag  gleich  der  Dichte  dieser  Ladung  ist.  In  diesen 
wenigen  Zeilen  ist  der  Inbegriff  aller  elektromagnetischen  und  — 
wenn  man  von  der  Dispersion  usw.  absieht  —  auch  optischen. 
Erfahrung  für  ruhende  Körper  enthalten.  Wir  woUen  zunächst 
einige  allgemeine  Schlüsse  aus  ihnen  ziehen. 

Bildet  man  an  beiden  Seiten  der  Gleichung  (II)  die  Divergenz, 
so  findet  man  in  Rücksicht  auf  (III)  und  i: 

^J-divQ  =  0 (15) 

eine  Gleichung,  die  wir  nach  ihrer  hydrodynamischen  Analogie 
als  die  Kontinuitätsgleichung  der  Elektrizität  bezeichnen. 
Integriert  man  sie  über  einen  Raum,  dessen  Grenzfläche  ganz  in 
Nichtleitern  verläuft,  so  findet  man  mit  Hilfe  des  G au ß scheu 
Satzes  ic: 

{^dt  =  —  \divQdt  =  {^ndö  =^0, 

d.  h.  die  in  einem  solchen  Räume  enthaltene  Elektrizitätsmenge 
ist  zeitlich  unveränderlich;  das  Gesetz  von  der  Erhaltung  der 
Elektrizität  spricht  sich  darin  aus. 

An  zweiter  Stelle  wollen  wir  eine  nur  die  elektrische  Feld- 
stärke enthaltende,  auf  homogene,  nicht  geladene  Nichtleiter 
(^  =  0,  -3  =  0)  bezügliche  Beziehung  ableiten.  Vollziehen  wir 
an  (I)  die  Operation  rot,  so  findet  man  in  Berücksichtigung  von 
Rechnungsregel  i'  und  Gleichung  (III)  und  (VI): 

rot  rot  Q  =  —  z/(?  = rot-^r-  =  —  -  roc  -Kf  • 

c        dt  c        Ot 

Differentiieren  wir  ferner  (11)  nach  der  Zeit,  so  folgt  gemäß  (V): 
also  gut  für  die  elektrische  Feldstärke  die  Differentialgleichung: 


e  u 


ö^(£ 


^e-^^  =  0 (16) 


c 


dt 


Ganz  entsprechend  leitet  man  für  die  magnetische  Feldstärke 
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ab.  Diese  für  beide  Feldstärken  geltende  Differentialgleichuno- 
bezeichnet  man  bekanntlich  als  Wellengleichung. 

Schließlich  wollen  wir  noch  das  Energieprinzip  für  die 
Maxwellsche  Theorie  formulieren:  Multiplizieren  wir  (I)  skalar 
mit  §,  (EL)  mit  —  (S,  so  folgt  durch  Addition  unter  Berücksichti- 
gung von  (V)  und  (\T^): 

cm  rotd)  -  (e,  rotm  ==  _  ^^  (,(y2  _^  „§2)  _  (c^(g). 

nach  Rechnungsregel  d"  und  (VIII)  kann  man  diese  Gleichung  in 
die  Form 

^  +  i^^)i-cdivl(i:ri]  =  0 (18) 

bringen.     (Q(S)  ist  hier  die  pro  Zeit-  und  Volumeinheit  erzeugte 

dW 
Joule  sehe  Wärme  Q-,  -^7-  -{-  (3S)  infolgedessen  die  Zunahme  der 

gesamten  Energiedichte  pro  Zeiteinheit.  Vergleicht  man  (18) 
unter  diesem  Gesichtspunkte  mit  der  Kontinuitätsgleichung  (15), 
so  leuchtet  ein,  daß  man  den  „Pointingschen  Vektor" 

®  =  c[@,^] (19) 

als  die  Dichte  der  Energieströmung  deuten  kann,  in  dem  Sinne, 
daß  (2>if?ö  die  Energie  ist,  welche  durch  das  Flächen element  dö 
in  der  Zeit  1  hindurchströmt. 

Eine  periodische  ebene  Welle  ist  durch  die  Gleichungen 
6  =  (^0  sin  0,     §  =  öo  sm  <y  -» 

0  =  2  7cv]^t  —  J^  Ix  cos  {<^x)  +  y  cos  {(^y)  -f  3  cos  (ßs)]\  \ 
gogebs..  wobei  ,g=  =  ,^."1 

(e».?..)  =  0    / <'i' 

ist;  durch  Einsetzen  dieser  Werte  in  die  Gleichungen  (I)  bis  (IV) 

sowie  in  (16)  und  (17)  überzeugt  man  sich,  daß   diese  identisch 

erfüllt  sind.     Die  Vektoren  (f ,  §  und  3  liegen   dabei  zueinander 

wie  die  x-,  die  y-  und  die  ^r-Achse  [vgl.  den  Anhang  unter  a)] ;  die 

c 
Welle  schreitet  mit  der  Geschwindigkeit  Tr=  fort. 

b)  Bewegte  Körper.  Hertz  ging  aber  ßogleich  einen 
Schritt  über  Maxwell  hinaus,  indem  er  nach  den  Grundgleichungen 
für  bewegte  Körper  fragte.     Wie  schon  erwähnt,  ist  seine  Theorie 


—  se- 
in gewissem  Sinne  eine  Übertragung  des  meclianisclien  Eelativifcäts- 
prinzips  1).  Daraus  folgt  für  die  gesucliten  Gleichungen:  Erstens 
dürfen  sie  ihre  Form  bei  einer  Galilei- Transformation  des  Koordi- 
natensystems nicht  ändern,  zweitens  aber  müssen  sie  in  die 
Gleichungen  für  ruhende  Körper  übergehen,  wenn  wir  von  allen 
nach  diesem  Relativitätsprinzip  gleichberechtigten  Systemen  das- 
jenige der  Betrachtung  zugrunde  legen,  in  welchem  der  Körper 
gerade  ruht.  Beiden  Forderungen  genügt  es,  wenn  wir  an  Stelle 
von  (I)  und  (II)  die  folgenden  Gleichungen  treten  lassen  (vgL  ö' 
und  IV): 

rot(i  =  -l^^=-^[-^  +  rotl^q]] (I') 

oder  nach   der  Definition   der  Differentiation  ®  bzw,  ^  (vgl.  ö): 

je"*^  =  -7K(l»»'"') (I"> 

o 

c 

Die  Gleichungen  (HI)  bis  (VIII)  bleiben  unverändert.  Bei  der 
Ausführung  einer  Galilei- Transformation  ändern  sich  die  rechten 
Seiten  von  (I")  und  (11")  überhaupt  nicht,  da  die  Integration  über 
mit  der  Materie  bewegte  Flächen  zu  erstrecken  ist  und  in  allen 
Bezugssystemen  zu  denselben  Werten  führt;  und  das  gleiche  gilt 
von  den  linksstehenden  Linienintegralen.  Zugleich  aber  gehen 
die  Beziehungen  (I')  und  (TL')  offenbar,  wenn  man  ein  System,  in 
welchem  der  Körper  ruht  (q  =  0),  zugrunde  legt  („auf  Ruhe 
transformiert"),  in  die  Maxwellschen  Gleichungen  über.  In  einer 
Hinsicht  freilich  geht  Hertz  über  das  Relativitätsprinzip  hinaus. 
Wir  nahmen  soeben  stillschweigend  an,  daß  sich  die  Körper  als 
starre  Körper  und  mit  einer  gleichförmigen,  geradlinigen  Ge- 
schwindigkeit bewegen,  Hertz  aber  legt  der  Geschwindigkeit  q 
keinerlei  Beschränkung  auf. 

c)  Der  Wilsonsche  Versuch.  Prüfen  wir  diese  Theorie 
»unächst  an  einigen  der  in  §  2  aufgezählten  Versuche.  Nach  (VJI) 
xst  hier  die  treibende  elektrische  Kraft  (S*  mit   der   elektrischen 
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Feldstärke  S  identisch;  infolgedessen  enthält  (!')  bzw.  (I")  das 
Induktionsgesetz.  Die  Übereinstimmung  mit  dem  Experiment 
hört  aber  auf,  wenn  wir  den  Wilson  sehen  Versuch  erklären  wollen. 
In  Fig.  2  soll  die  schraffierte  Fläche  ein  Querschnitt  des  Dielektri- 
kums sein,  welches  sich  zwischen  den  leitenden  und  durch  den 
Draht  D  leitend  verbundenen  Platten  Pj  und  P^  mit  der  Ge- 
schwindigkeit q  bewegt.  Der  Abstand  der  Platten  ist  l,  die 
magnetische  Feldstärke  soll  auf  der  Zeichenebene  senkrecht  stehen, 
und  zwar  von  unten  nach  oben  weisen.  Als  mitbewegte  Fläche, 
auf  die  wir  die  Gleichung  (I")  anwenden,  wählen  wir  das  vom 
Draht  D  und  der  materiellen  Linie 
AB  berandete  Stück  der  Zeichenebene. 
Nach  Ablauf  der  Zeit  dt  hat  sich  diese 
Linie  um  die  Strecke  qdt  nach  A! B' 
verschoben;  die  Berandung  ist  jetzt 
durch  den  Draht  D  und  den  Linien- 
zug AA'B'  B  gebildet.  Die  Fläche  hat 
sich  also  um  qldt,  der  Liduktions- 
fluß  durch  sie  um  |33|2?d^  vergrößert; 
also  ist 

1 


\(isäs 


mi 


o 


Im  stationären  Zustande   kann  in  dem 

Drahte  D  kein  Strom  fließen,  weil  sich 

sonst    der  Kondensator    immer   weiter 

aufladen    müßte.      Infolgedessen    ist   in    D   und    ebenso   auf   den 

Linien  AA'  und  BB'  nach  (VH)  d  =  0.     Daher  muß 

A' 

und  nach  (V)  zwischen  den  Platten  eine  elektrische  Verschiebung 
vom  Betrage 


|S)|=HS| 


vorhanden  sein,  während  im  Innern  der  Platten  3)  =  0  ist.  An 
den  Platten  tritt  daher  eine  Unstetigkeit  der  Normalkomponente  ®,i 
und  damit  eine  Flächenladung  von  der  Dichte  -j-  E\^\q  auf.  Beob- 
achtet aber  wurde  (§  2)  nur  die  Dichte  +(f  —  1)133!^.  [Da 
fi  =  1,  sind  :©  und  ^  nach  (VI)  identisch.] 
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Sind  die  Platten  Pj  und  P^  unendlich  dünn ,    so   ist  es  nach 
der  Figur  für  das  Integral  I  (SjcZs  gleichgültig,  ob  sie,  wie  bisher 

angenommen,  ruhen,  oder  wie  es  tatsächlich  bei  Wilsons  Ver- 
such geschah,  sich  mitbewegen.  Der  durch  ihre  Ladung  hervor- 
gerufene Konvektionsstrom  verändert  zwar  das  magnetische  Feld, 
aber  nur  um  Beträge  zweiter  Ordnung  in  qjc,  welche  hier,  wo  es 
sich  nur  um  Berechnung  von  selbst  zu  g  c  proportionalen  Beträgen 
handelt,  vernachlässigt  werden  können*). 

d)  Die  Röntgen-Eichenwaldschen  Versuche.  EineAb- 
weichung  ganz  ähnhcher  Art  besteht  zwischen  dem  Ergebnis  der 
Röntgen-Eichenwaldschen  Versuche  und  der  Hertzscheu 
Theorie.     Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichung  (II')  treten  neben 

dem  Verschiebungsstrom  -v-  und  dem  Leitungsstrom  ^  noch  die 
von  q  abhängigen  Glieder  [vgl.  (III)]  auf: 

qdiyX»  =  pq  und  roi\^(\\, 
von  welchen  das  erste  in  Übereinstimmung  mit  dem  Rowland- 
schen  Versuch  den  Konvektionsstrom  angibt,  während  das  zweite, 
welches  man  als  die  Dichte  des  Röntgenstromes  bezeichnet,  die 
Erklärung  der  Röntgen-Eichenwaldschen  Experimente  enthält. 
Bei  der  ersten  dieser  in  $  2  erwähnten  Anordnungen  haben  wir 
zwischen  den  Platten  des  Kondensators  ein  zeitlich  und,  wenn  wir 
von  den  Komplikationen  am  Rande  der  Platten  absehen,  auch  räum- 
lich unveränderliches  elektrisches  Feld;  die  Verschiebung  ^  steht, 
wie  auch  (S,  senkrecht  zu  den  Platten.  Da  die  dielektrische  Scheibe 
sich  dreht,  ist  zwar  die  Geschwindigkeit  räumlich  veränderlich; 
dennoch  ist  rot  [;Dq]  =  0,  da  [X  q]  nur  vom  Abstand  von  der 
Drehungsachse  abhängt  und  in  der  Richtung  dieses  Abstandes  liegt. 
Eine  leichte  geometrische  Überlegung  beweist  dies.  Nur  an  der 
Grenzfläche  springt  der  Vektor  [3)  q]  unstetig  von  dem  Werte,  den  er 
im  Innern  hat,  auf  Null;  da  er  an  der  Grenzfläche  tangential  ist,  tritt 
ein  Flächenrotor  und  damit  ein  fläcbenhafter  Röntgenstrom  von  der 
Dichte  |[2)q]j  =  i2)|  |q|  =  £|(äl  |q|  auf.  Wir  erwähnten  oben,  daß 
das  Experiment  dafür  nur   den  Wert  (£ —  1)  i(£|  jq|  ergeben  hat. 

*)  Bei  der  wirklichen  Äusfübning  ces  Versuchs  wird  übrigens  nicht 
die  Ladung  gemessen,  die  sich  auf  den  Platten  ansammplt,  wenn  sie 
leitend  verbunden  sind,  vielmehr  sind  sie  von  einander  Lsoliert  und  man 
beiitimmt  mit  dem  Elektrometer  die  zwischen  ihnen  liegende  Spannung. 
Für  den  c'edanklichen  Inhalt  des  Versuchs  macht  das  nichts  aus. 


Flg.  3. 
1« 

+ 

*■■                           t 

/' 
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Zur  Diskussion  der  zweiten  Anordnung  von  Röntgen  und 
Eichenwald  stellen  wir  in  Fig.  3  einen  Schnitt  durch  den 
Kondensator  dar,  welcher  senkrecht  zu  jenem  Durchmesser  geführt 
ist,  längs  dessen  die  Kondensatorplatten  geteilt  sind  (aber  nicht 
durch  die  Drehachse  geht).  Infolgedessen  sieht  man  links  oben 
und  rechts  unten  negativ  geladene  Plattenstücke,  rechts  oben  und 
links  unten  positiv  geladene.  Links  weisen  die  Vektoren  (5  und  ® 
nach  oben,  das  Vektorprodukt  [3)  q]  somit  senkrecht  zur  Zeichen- 
ebene nach  hinten;  rechts 
hat  es  die  entgegengesetzte 
Eichtung.  Der  mit  3?  be- 
zeichnete Pfeil  gibt  infolge- 
dessen die  Richtung  des 
Röntgenstromes  1/c  rot  ["J)  q] 
=  £/cro^[(Sq]  an.  Nach 
dem  Versuche  hingegen  ist  seine  Stärke  bei  gegebener  Feldstärke  @ 
proportional  zu  £  —  1.  Der  Hertzschen  Theorie  wider- 
sprechen daher  sowohl  der  Wilsonsche  als  die  Röntgen- 
Eichenwaldschen  Versuche.  (Die  hier  gegebene  Erklärung 
ist  nur  eine  erste  Annäherung;  denn  wegen  des  Auftretens  eines 
magnetischen  Feldes  als  Folge  des  Röntgenstromes  ist  [Sq],  also 
nach  (!')  auch  rot^^  nicht  mehr  gleich  Null  und  (S  nicht  mehr, 
wie  angenommen  wurde,  räumlich  konstant.  Da  aber  33  selbst 
proportional  zu  g/c  ist,  so  gibt  dies  nur  einen  Fehler  zweiter 
Ordnung.  Entsprechendes  gilt  für  die  Theorie  des  Wilson  sehen 
Versuches.) 

e)  Der  Fizeausche  und  Michelsonsche  Versuch.  Daß 
die  Hertzsche  Theorie  mit  dem  Fize  au  sehen  Versuch  im  Wider- 
spruch stellt,  liegt  nach  dem  Obigen  auf  der  Hand  und  war  auch 
ihrem  Urheber  bekannt.  Besonders  interessant  ist  aber  ihre  Stellung 
zum  Michelsonschen  Versuch.  Das  Mittel,  in  welchem  er  ausge- 
führt wird,  ist  natürlich  Luft,  die  sich  mit  der  Erde  bewegt;  und 
da  in  einem  Körper,  der  sich  wie  ein  starrer  bewegt,  die  elektro- 
dynamischen Vorgänge  wie  in  einem  ruhenden  verlaufen  sollen, 
so  erklärt  die  Hertzsche  Theorie  in  der  Tat  das  Ausbleiben  der 
Streifenverschiebung.  Ganz  anders  wäre  es,  wenn  man  ihn  im 
Vakuum  angestellt  hätte.  Auch  dort  muß  man  nach  Hertz 
offenbar  etwas  Substantielles,  den  Äther,  annehmen,  um  überhaupt 
entscheiden  zu  können,  ob  eine  Fläche  sich  mit  ihm  bewegt.  Da  die 
Erde  relativ  zum  Äther  nicht  ruht,  so  müßte  man  in  diesem  nicht 
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▼erwirklicliten  Falle  beim  Michels on8chen  Versuch  ein  positives 
Ergebnis  finden.  Diese  Erklärung  ist  aber  trotz  ihrer  empirischen 
Unwiderlegbarkeit  höchst  unbefriedigend.  Wir  sind  die  Vorstellung 
gewohnt,  daß  sich  die  Luft  vom  Vakuum  elektromagnetisch  nur 
sehr  wenig  unterscheidet,  um  so  weniger,  je  weiter  wir  sie  ver- 
dünnen. Nach  Hertz  aber  müßten  bei  immer  weiter  fortgesetzter 
Verdünnung  selbst  die  letzten  Gasreste  für  den  Ausfall  des  Ver- 
suches entscheidend  sein.  (Derselbe  Einwand  trifft  übrigens  auch 
die  Cohnsche  Theorie.) 

f)  Der  Induktion s Vorgang.  Den  Einfluß  des  Bewegungs- 
zustandes des  Äthers  zeigt  auch  eine  nähere  Betrachtung  der  Induk- 
tion in  einem  Drahtkreise  bei  seiner  Bewegung  gegen  einen  Magneten. 
Beobachtungstatsache  ist,  daß  nur  die  relative  Lagenänderung  in 
Frage  kommt.  Trotzdem  Gleichung  (I'),  wie  erwähnt,  damit  im 
Einklang  steht,  sind  es  nach  Hertz  wesentlich  verschiedene  Fälle, 
ob  der  Magnet  allein  oder  die  Drahtschleife  allein  zum  Äther  be- 
wegt wird.  Im  ersten  Falle  haben  wir  im  Äther  ein  zeitlich 
variables  magnetisches  Feld,  welches  nach  (I)  ein  elektrisches  Feld 
hervorruft.  Im  anderen  Falle  aber  haben  wir  im  Äther  primär 
kein  solches,  sondern  nur  im  Draht  selbst  [nach  (I')],  da  dort  das 
Produkt  [q^B]  von  NuU  verschieden  ist.  Es  gibt  eben  in  dieser 
Theorie  für  den  von  Materie  freien  Raum  wie  für  jeden  ponde- 
rablen  Körper  ein  ausgezeichnetes  System,  in  welchem  „der  Äther" 
ruht,  und  dies  findet  seine  Begründung  in  der  Tatsache,  daß  nicht 
die  Gleichungen  (I)  und  (II)  (auch  nicht  für  £  =  1,  ^  =  1), 
sondern  nur  (I')  und  (II')  gegen  eine  Galilei -Transformation  in- 
variant sind;  ohne  einen  solchen  Äther  ließe  sich  die  Theorie  für 
Eäume  außerhalb  der  Materie  überhaupt  nicht  anwenden. 

g)  Die  Erhaltung  des  Impulses.  Aber  noch  aus  anderen 
Grründen  braucht  Hertz  einen  substantiellen  Träger  für  das  elek- 
tromagnetische Feld  im  Vakuum.  Es  zwingt  dazu  die  endliche 
Ausbreitungsgeschwindigkeit  elektromagnetischer  Wirkungen  in 
Verbindung  mit  dem  Impulssatz  der  Mechanik,  welcher  seinerseits 
nach  §  1  eine  notwendige  Folgerung  aus  dem  Energie-  und  dem 
Relativitätsprinzip  der  Mechanik  ist.  Geht  nämlich  von  einem 
Körper  Ä  eine  elektromagnetische  Wirkung,  etwa  ein  Lichtstrahl, 
aus,    so    erfährt   Ä   im  allgemeinen   eine  Kraft,   beim  Licht  den 
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durch  den  Versuch  nachweisbaren  Lichtdruck.  Es  ändert  sich 
daher  sein  Impuls.  Bis  ein  anderer  Körper  B  von  dieser  Wirkung 
erreicht  wird,  können  beliebig  lange  Zeiten  vergehen.  Bis  dahin 
tritt  an  ponderablen  Körpern  sicherlich  kein  Äquivalent  für  die 
Impulsänderung  von  A  ein.  Soll  dennoch  der  Impulssatz  gelten, 
so  muß  offenbar  außerhalb  der  ponderablen  Materie  ein  Zwischen- 
medium vorhanden  sein,  welches  vom  Feld  Kräfte  erfährt  und 
infolgedessen  sofort  die  nötige  Kompensation  für  die  Impuls- 
änderung von  Ä  liefert.  Dies  geht  auch  tatsächlich  aus  dem 
Hertz  sehen  Ansatz  für  die  ponderomotorische  KJraft  hervor.  Er 
führt  nämlich  die  pro  Volumeinheit  wirkende  Kraft  %  („Kraft- 
dichte") auf  den  Maxwell  sehen  Spannuagstensor  p  vermöge  der 
Gleichung 

g  =  —  bttJ  p (IX) 


zurück,  dessen  Komponenten  die  Werte 

P..  =  \  [(SS))  -f  (§33)]  -  S.S.  -  §.35x 


,,! 


(X) 


usw.  haben  *).   Die  Durchrechnung  ergibt  eine  resultierende  E^aft 

%  =  — -3-[(y§]    auf    das   Vakuum**).      Damit    aber    erhält    die 

Frage  nach  den  mechanischen  Eigenschaften  des  Äthers  einen 
Sinn,  da  sie  mit  der  erwähnten  Kraft  zusammen  die  Bewegungen 
des  Äthers  bestimmen,  welche  für  die  Anwendung  der  Gleichungen 
(I')  und  (n')  von  Wichtigkeit  sind  ^).  So  wird  die  Theorie  ins 
Unendliche  kompliziert,  ohne  daß  dem  irgend  etwas  Beobachtbares 
entspräche. 

Man  sieht  schon  aus  dieser  kurzen  Darstellung,  daß  der  Ver- 
such, das  Relativitätsprinzip  der  Mechanik  auf  die  Elektrodynamik 
zu  übertragen,  aus  empirischen  Gründen  und  solchen,  die  in  der 
Theorie  selbst  Liegen,  als  mißglückt  anzusehen  ist. 


*)  Da  8ich  das  dielektrische  Verhalten  der  Körper  bei  einer 
Deformation  ändert,  so  treten  genau  genommen  noch  gewisse  kleine, 
aber  in  ihren  Wirkungen  gelegentlich  doch  beobachtbare  Zusatzglieder 
hinzu  [vgl.  Encyklop.  d.  math.  Wiss.  V,  13,  Nr.  22  u.  23  (H.  A.  Lorentz) 
und  V,  15,  Nr.  3  u.  4  (F.  P  eck  eis)].  Wir  sehen  im  Interesse  der 
Einfachheit  von  ihnen  ab. 

**)  Tgl.  §  15,  Anm.  8.  117. 
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§5.    Die  Elektronentlieorie. 

Die  Elektronentlieorie  ^)  ist  das  Ergebnis  der  folgenden  drei 
Gedanken : 

1.  Die  Elektrizität  ist  atomistiscli  konstituiert.  2.  Elektro- 
magnetische Felder  werden  nur  von  Elektronen  erregt  und  wirken 
nur  auf  Elektronen ;  sie  haben  ausschlieijlich  im  Äther  ihren  Sitz. 
Die  wägbaren  Körper  kommen  nur  in  zweiter  Linie  in  Betracht, 
insofern  sie  Elektronen  enthalten*).  3.  Der  Äther  ist  ein 
alles  durchdringender,  starrer  Körper  und  definiert  so 
ein  ausgezeichnetes  System,  auf  welches  die  Feld- 
gleichungen  zu  beziehen  sind. 

Die  Feldgleichungen  selbst  gehen  aus  den  Maxwell  sehen 
hervor,  wenn  man  die  Dielektrizitätskonstante  £  und  die  Permea- 
bilität ^  gleich  1  setzt  und  an  die  Stelle  des  Leitungsstromes  3 
den  Konvektionsstrom  ()q  der  Elektronen  treten  läßt.  Die  Elek- 
tronen werden  in  manchen  Teilen  der  Theorie  als  starre  Kugeln 
gedacht,  doch  ist  in  vielen  anderen  Teilen  keine  Annahme  über 
ihre  Gestalt  nötig.  Ihre  Ladungsdichte  Q  denken  wir  zunächst 
als  stetige  Funktion  des  Ortes;  zu  ün Stetigkeiten  kann  man  dann 
noch  immer  durch  Grenzübergänge  gelangen.  Übrigens  ist  Satz  1 
für  die  Relativitätsfrage  unwesentlich.  Der  Begriff  „Elektron" 
wird  auch  in  der  Relativitätstheorie  beibehalten.  Wo  diese  Theorie 
mit  der  Relativitätstheorie  in  Widerspruch  gerät,  werden  wir  sie 
deshalb  im  Hinblick  auf  Satz  3  als  „Absoluttheorie"  davon 
unterscheiden. 

Nimmt  man  die  erwähnten  Veränderungen  an  den  Gleichungen 
(I)  bis  (\TII)  vor,  so  findet  man: 

(la)     ro^(£=-if  (Ha)     rot^  =  '- (^  +  ^^) 

(IHa)    div^=Q  (FVa)    div^  =  0 

TT  =  ^  (g2 -f- §2) (Vina) 

*)  Vielfach  ist  e3  üblich,  den  ÄTiarlruck  , Elektron''  auf  die  von 
den  Atomen  der  Materie  freien  Elementarquanta  einzuschränken, 
welche  uns  negativ  geladen  in  den  Kathodeiistrahlen  entgegentreten, 
und  deren  positives  Gegenatüek  sich  bisher  nicht  hat  nachweisen  lassen. 
Wir  setzen  uns  über  diese  für  die  mathematische  Theorie  unwesentliche 
Unterscheidung  hinweg. 
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Dazu  tritt  noch  der  Ansatz  für  die  auf  die  Yolumeinlieit  bezogene 
ponderomotorische  Kraft  (die  Kraftdichte); 

^=9(e  +  7[ql']) (ixa) 

Er  ist  von  den  obigen  Gleichungen  nur  zum  Teil  unabhängig, 
weil  er  mit  ihnen  zusammen  dem  Energieprinzip  genügen  muß 
(vgl.  §  15).  Man  sieht  an  dem  Faktor  Q,  daß  der  freie  Äther  keine 
Kraft  erfährt. 

Wir  wollen  aus  diesen  Gleichungen  hier  nur  zwei  Folgerungen 
ziehen;  alles  andere  verschieben  wir  auf  §  14  u.  f.  Zunächst  ist 
nach  (16)  und  (17)  klar,  daß  für  die  Ausbreitung  eines  elektro- 
magnetischen Feldes  im  Vakuum  die  Wellengleich  .mg 

^9-J.^  =  0 (22) 

gilt,  wo  unter  (p  jede  der  drei  Komponenten  von  ß  oder  ^  ver- 
standen werden  kann.  Zweitens  gilt  in  Analogie  zu  (15)  die  Kon- 
tinuitätsgleichung 

^  +  div{Qq)  =  0 (23) 

In  dieser  Form  gibt  sie  an,  wie  in  einem  im  Eaum  festen  Punkt 
die  Änderung  der  Dichte  mit  dem  Konvektionsstrom  zusammen- 
hängt. Wollen  wir  dagegen  ein  bestimmtes  Elektron  auf  seiner 
Bahn  verfolgen  und  fragen,  wie  sich  die  Ladung  eines  seiner 
Yolumenelemente  dV  mit  der  Zeit  ändert,  so  müssen  wir  nach 
Gleichung  Q  und  q'  des  Anhanges  auf  dessen  Bewegung  Rücksicht 
nehmen.     Wir  finden  nach  den  genannten  Gleichungen  aus  (23): 

£^=  ßj+diviQq)  =  0. 

Infolgedessen  nach  Gleichung  q: 

,         ^  =  0 (2^) 

Jedes  Volumelement  dV  des  Elektrons  und  ebenso  das  ganze  Elek- 
tron behält  seine  Ladung  unverändert  bei. 

Diese  Gleichungen  vermögen  alle  Vorgänge  im.  leeren  Raum 
und  alle  an  einzelnen  Elektronen  bekannte  Erscheinungen  vor- 
trefflich zu  erklären.  Auch  für  die  Bewegung  einzelner  Atome 
oder  Molekeln,  welche  mit  wenigen  Elementarquanten  Elektrizität 
geladen  sind,  genügen  sie  allen  Ansprüchen.  Z.  B.  wird  die  Ab- 
lenkbarkeit  aller  Korpuskularstrahlen  im  magnetischen  Felde  durch 
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das  Auftreten  des  Gliedes  QJc  [q§]  in  IX  a)  gedeutet.  Um  aber 
eine  Elektrodynamik  der  Körper  zu  begründen,  braucht  man  noch 
Kenntnisse  über  das  Verhalten  der  Elektronen  zu  deren  Atomen. 
Und  in  diesem  Punkte  erfährt  gerade  Jetzt  die  Physik  die  tief- 
greifendsten Umgestaltungen.  Es  scheint  richtig  zu  bleiben,  daß 
wir  unterscheiden  können  zwischen  Leitungselektronen,  welche 
bei  den  leitenden  Körpern  sich  frei  zwischen  den  Atomen  bewegen, 
und  solchen,  welche  an  ein  einzelnes  Atom  oder  Molekül  gebunden, 
dessen  Verhalten  in  elektrischer,  magnetischer,  optischer  und  auch 
chemischer  Beziehung  maßgebend  sind.  Daß  die  Aussendung  von 
Spektrallinien  im  sichtbaren  Spektralgebiet  Sache  der  Elektronen 
ist,  konnten  1907  Zeeman  und  H.  A.  Lorentz  an  der  magneti- 
schen Aufspaltung  solcher  Linien  nachweisen.  Daß  der  permanente 
Magnetismus  von  Eisen  auf  dem  Umlauf  von  Elektronen  in  mole- 
kularen Gebilden  beruht,  haben  1915  Einstein  und  de  Haas  ge- 
zeigt, indem  sie  den  Drehimpuls  dieser  Bewegung  durch  den  Versuch 
nachwiesen.  Daß  die  Dielektrizitätskonstante  der  Körper  von  eins 
abweicht,  ist  zum  großen  Teil  die  Folge  des  elektrischen  Moments, 
welches  die  Atome  im  elektrischen  Felde  infolge  der  Verschiebung 
der  Elektronen  aus  ihren  ursprünglichen  Orten  heraus  erfahren. 
Wir  können  auf  alle  diese  hochwichtigen  Dinge  hier  nicht 
näher  eingehen,  weil  sie  die  Relativitätsfrage  nicht  unmittelbar 
berühren.  Doch  wollen  wir  erwähnen,  daß  die  ganze  Forschung 
darüber  in  ein  neues  und  äußerst  aussichtsreiches  Stadium  ge- 
bracht ist,  seit  Niels  Bohr  1913  das  Rutherf  o  rdsche  Atom- 
modell mit  der  Planck  sehen  Quantentheorie  verschmolz.  Sein 
erster  großer  Erfolg  war  die  zahlenmäßige  Deutung  der  Serien- 
gesetze für  die  Spektrallinien  des  neutralen  Wasserstoffatoms 
und  des  einwertigen  Heliumions.  Die  Einführung  der  Dynamik 
der  Relativitätstheorie  statt  der  Newtonschen,  von  Bohr  be- 
nutzten ,  die  wir  Arnold  Sommerfeld  verdanken ,  lieferte 
1915  ohne  weiteres  die  Erklärung  für  Feinstruktur  dieser  Linien, 
und  führte  wenigstens  sehr  nahe  zu  einem  Verständnis  für  die 
so  einfachen  Seriengesetze ,  welche  die  Spektrallinien  im  Gebiete 
der  Röntgenstrahlen  zeigen.  Eine  in  ihren  Grundzügen  sehr  ein- 
leuchtende Theorie  des  periodischen  Systems  der  chemischen  Ele- 
mente auf  der  Grundlage  des  Bohrschen  Atommodells  verdanken 
wir  Walter  Kossei;  auch  darin  spielen  die  dem  Atom  zugehörigen 
Elektronen  die  Hauptrolle.  Und  durch  eine  Reihe  von  Arbeiten 
von  M.  Born  ist  es  wahrscheinlich  gemacht,  daß  man  die  gesamten 
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KohäsioBskräfte  fester  Körper   als   elektrische  Beeinflussuug  der 
Atome  wird  verstehen  können. 

Doch  alle  diese,  vielfach  noch  im  Entstehen  begriffenen 
Theorien  führten  uns  hier  nur  auf  Abwege.  Wir  werden  uns  zur 
Begründung  einer  Elektrodynamik  der  bewegten  Körper  damit  be- 
gnügen, die  Maxwellschen  Gleichungen  mit  Dielektrizitätskon-. 
staute  und  Permeabilität  anzuwenden,  solange  es  sich  um  im  engeren 
Sinne  elektromagnetische  Erscheinungen  bei  ponderablen  Körpern 
handelt,  und  bei  optischen  Problemen  als  einzige  Abänderung 
(i  =  1  und  für  s  die  Wurzel  aus  dem  Brechungsindex  zu  setzen, 
wie  er  für  die  betreffende  Schwingungszahl  gemessen  ist.  Für  die 
Dynamik  des  Elektrons  aber,  die  Wechselwirkungen  verschiedener 
Elektronen  aufeinander  und  ähnliche  atomistische  Probleme,  sowie 
für  die  Elektrodynamik  des  leeren  Raumes  bilden  die  Gleichungen 
(la),  (IIa)  usw.  die  zuverlässige  Grundlage. 

Dagegen  müssen  wir  die  Stellung  der  Elektronentheorie  zur 
Relativitätsfrage  genauer  ins  Auge  fassen.  Nach  dem  dritten  der 
grundlegenden  Sätze  (S.  29)  ist  es  klar,  daß  sie  die  Relativität  der 
elektromagnetischen  Vorgänge  grundsätzlich  leugnet.  Gerade  durch 
die  Unbeweglichkeit  des  Äthers  erklärte  H.  A.  Lorentz,  und  zwar 
zahlenmäßig  richtig,  den  Fr esn eischen  Mitführungskoeffizienten, 
den  Wilson  sehen  und  den  Röntgen-Eichenwaldschen  Versuch. 
Um  so  bemerkenswerter  ist,  daß  die  absolute  Bewegung  gegen- 
einander ruhender  Körper  erst  in  Gliedern  zweiter  Ordnung  in 
ihre  Formeln  eingeht.  Alle  Versuche  über  die  Erdbewegung, 
welche  das  Fehlen  eines  Einflusses  erster  Ordnung  zeigen,  konnte 
H.A.  Lorentz  (1895)  in  seinem  berühmten  „Versuch  einer  Theorie 
der  elektrischen  und  optischen  Erscheinungen  in  bewegten  Körpern" 
deuten.  Nur  der  Michels on sehe  Versuch  blieb  unerklärt;  denn 
daß  die  mitbewegte  Luft  nicht  als  Grund  für  das  Ausbleiben  der 
Streifenverschiebung  herangezogen  werden  darf,  folgt  aus  dem  von 
1  kaum  verschiedenen  Wert  ihrer  Dielektrizitätskonstanten;  im 
Sinne  der  Elektronentheorie  beweist  er  nämlich,  daß  ihre  Molekeln 
elektromagnetische  Vorgänge  nicht  erheblich  beeinflussen. 

Später  kam  als  Gegenbeweis  noch  der  Trou  ton- Noble  sehe 
Versuch  hinzu.  Diese  beiden  Experimente  ließen  die  Relativitäts- 
frage nicht  zur  Ruhe  kommen.  Immerhin  blieb  das  Vertrauen 
zu  den  Feldgleichungen  so  stark,  daß  man  nicht  an  ihnen,  sondex'n 
an  der  Kinematik  und  Mechanik  abzuändern  begann ,  indem  man 
•auch    für    sie    einen    physikalischen   Einfluß    der    absoluten    Be- 
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wegung  annahm,  welcter  den  Einfluß  auf  die  Elektrodynamik 
gerade  kompensieren  sollte.  Nach  d'esem  Standpunkt,  auf 
welchem  die  in  §  3  erwähnte  Lorentzsche  Arbeit  vom  Jahre  1904 
steht,  gibt  es  daher  einen  Äther,  doch  bleiben  die  physikalischen 
Einwirkungen  der  „absoluten"  Bewegung  gegen  ihn  stets  uner- 
kennbar. Genau  umgekehrt  verfährt  die  Relativitätstheorie.  Auch 
sie  behält  die  Elektrodynamik  bei,  ordnet  aber  beide  Gebiete 
einem  Relativitätsprinzip,  und  zwar  demselben  unter.  Man  wird 
wohl  kaum  umhin  können,  das  letztere  Verfahren  als  das  weit 
befriedigendere  zu  bezeichnen;  denn  es  widerspricht  allen  er- 
kenntnistheoretischen Prinzipien,  einem  Körper  physikalische 
Wirklichkeit  zuzusprechen,  wenn  er  niemals  nachgewiesen  werden 
kann.  Dies  Urteil  wird  noch  dadurch  bestärkt,  daß  die  Lorentzsche 
Theorie  an  vielen  Stellen  der  Mechanik  Abänderungen  vornehmen 
mußte;  es  blieb  A.Einsteins  grundlegender  Arbeit  „Zur  Elektro- 
dynamik bewegter  Körper"  im  17.  Bande  der  Annalen  der  Physik 
(IQOo"»  vorbehalten,  durch  eine  tiefgreifende  Kritik  des  Zeit- 
begriffes bis  zu  dem  entscheidenden  Punkt  vorzudringen  und  so 
dea  Rätsels  Lösung  auf  einen  Schlag  zu  bringen. 


in.  Die  Ptelativitätstlieorie,  kinematisclier  Teil. 

§6.   Die  Lorentz-Transformation. 

Das  Relativitätsprinzip  behauptet:  Man  kann  aus  der  Ge- 
samtheit der  Naturerscheinungen  durch  immer  weiter 
gesteigerte  Annäherung  immer  genauer  ein  Bezugs- 
system X,  y,  Zi  t  bestimmen,  in  welchem  die  Naturgesetze 
in  bestimmten,  mathematisch  einfachen  Formen  gelten. 
Dies  Bezugssystem  ist  aber  durch  die  Erscheinungen 
keineswegs  eindeutig  festgelegt.  Vielmehr  gibt  es  eine 
dreifach  unendlicheMannigf altigkeit  gleichberechtigter 
Systeme,  welche  sich  gegeneinander  mit  gleichförmigen 
Geschwindigkeiten  bewegen. 

Aus  diesem  Prinzip  wollen  wir  die  Transformations- 
gleichungen ableiten,  welche  von  einem  berechtigten  Bezugssystem 
zu  einem  anderen  führen.  Wir  bedürfen  dazu  der  Kenntnis 
irgend  eines  Naturgesetzes ;  welches  wir  auswählen,  muß  prinzipiell 
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gleichgültig  sein.  Gelangte  man  nämlich  bei  verschiedener  Wahl 
zu  verschip'^enen  Resultaten,  so  wären  nicht  alle  Gesetze  derselben 
Ti-ansformation  gegenüber  unveränderlich,  das  Relativitätsprinzip 
also  falsch.  Am  einfachsten  sind  offenbar  solche  Gesetze,  die  sich 
auf  physikalische  Vorgänge  im  leeren  Raum  beziehen.  Denn  bei 
den  anderen  geht  die  Geschwindigkeit  der  Materie  zum  Bezugs- 
system in  ihre  mathematische  Formulierung  ein  und  muß  bei  einer' 
Transformation  mit  transformiert  werden;  im  Vakuum  aber,  wo 
wir  nichts  Bewegtes  kennen,  fällt  diese  Komplikation  fort.  Wir 
kennen  nun  zwei  verschiedene  Wirkungen,  welche  sich  durch  das 
Vakuum  fortpflanzen,  die  Schwere  und  die  elektromagnetischen  Vor- 
gänge. Von  der  Ausbreitung  der  ersteren  wissen  wir  vorläufig  nichts 
Veiter,  als  daß  ihre  Geschwindigkeit  selbst  gegen  die  astronomischen 
Geschwindigkeiten  sehr  groß  ist.  Daß  sie  größer  als  die  des 
Lichtes  wäre,  wird  zwar  vielfach  behauptet,  findet  aber  in  der  Er- 
fahrung keine  Stützpunkte.  Um  so  besser  kennen  wii-  das  Gesetz 
der  Lichtfortpflanzung  im  Vakuum,  ist  doch  durch  den  Michelson- 
schen  Versuch  mit  einer  bei  sonstigen  physikalisciien  Messungen 
kaum  erreichten  Genauigkeit  festgestellt,  daß  sie,  bezogen  auf  alle 
Systeme,  nach  allen  Richtungen  gleichmäßig  erfolgt.  Wir  fügen 
als  eine  über  den  experimentellen  Befund  hinausgehende,  aber 
vom  Relativitätsprinzip  notwendig  geforderte  Aoinahme  hinzu, 
daß  die  Lichtgeschwindigkeit  in  allen  Systemen  denselben  Wert 
c  =  3.10^**  cm  sec~^  hat.  Dies  Gesetz  legen  wir  der  folgenden 
Betrachtung  zugrunde. 

Betrachten  wir  zunächst  ein  Beispiel.  Von  einem  materiellen 
Punkt  Ä,  welcher  in  einem  berechtigten  Bezugssystem  K  im 
Anfangspunkt  der  Koordinaten  ruht,  geht  zur  Zeit  t  =  0  ein 
kurzes  Lichtsignal  nach  allen  Seiten  aus.  Zur  Zeit  OO  liegen 
die  das  Signal  empfangenden  Punkte  auf  einer  Kugel,  deren 
Gleichung  lautet: 

Zwei  im  gleichen  Abstand  von  A  befindliche,  mit  ihm  auf  einer 
Geraden  liegende,  ebenfalls  in  E  ruhende  materielle  Punkte  B 
und  C  erhalten  das  Signal  demnach  gleichzeitig,  d.  h.  für  den- 
selben Wert  von  t. 

Denselben  Vorgang  beziehen  wir  nun  auf  ein  anderes  be- 
rechtigtes System,  K',  welches  sich  zum  ersteren  mit  der  Ge- 
schwindigkeit V    in   der  Richtung  B  C  bewegt.      Die  materiellen 

Laue,  Relativitätgprinzip.     4.  Aufl.  4 
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PunTvte  Ä,  B,  C?  haben  dann  in  K'  die  Gesdiwindigteit «' parallel  CB. 
Die  Anfangspunkte  der  Koordinaten  x',  y',  z'  sowie  der  Zeit  <' 
können  wir  offenbar  so  festlegen,  daß  das  Lichtsignal  zur  Zeit 
f'  =  0  im  Anfangspunkt  0  der  gestrichenen  Koordinaten  vom 
materiellen  Punkt  A  ausgesandt  wird.  Nach  Ablauf  der  Zeit  t' 
werden  alle  Punkte  der  Kugel 

vom  Signal  erreicht.  Da  aber  A  sich  inzwischen  aus  0  um  die 
Strecke  v  i'  bis  nach  Ä  entfernt  hat,  so  gibt  es  keinen  Wert  i\  für 
den  die  von  A  gleich  weit  entfernten  materiellen  Punkte  B  und  C 
auf   einer  derartigen  Kugel  liegen;   sie  werden  also  nicht  gleich- 

zeitig  vom  Signal  erreicht,  vielmehr 
trifft  dies,  wie  auch  die  Fig.  4  zeigt, 
in  0  früher  ein  als  in  B,  weil  G  der 
Lichtkugel  entgegen-,  B  aber  vor 
ihr  fortläuft.  Zwei  Ereignisse, 
welche  im  System^  gleichzeitig 

+  j        j^ ^      +C  )    sind,  sind  es  also  im  System  Ä' 

im  allgemeinen  nicht.    Die  iden- 
tische Transformation   für  die  Zeit, 
welche  einen  Teil  der  Galilei-Trans- 
formation bildete,  kann  hier  nicht 
aufrecht  erhalten  bleiben. 
Dies   nötigt  uns,   den  Begriff   der  Zeit   einer  kritischen   Be- 
trachtung zu  unterziehen.     Wir  messen   die   Zeit   an   einem   Ort 
mit   Uhren,    brauchen    dabei    aber    nicht   an    die   gebräuchlichen 
mechanischen  Instrumente    zu   denken,    bei   welchen    die  Periode 
elastischer  Schwingungen   als  Zeitmaß  dient,   sondern  wir  können 
die   Zeit    an    dem   Fortschreiten   jedes   physikalischen   Vorganges 
ablesen,  wenn  wir  nur  seine  Ursachen  so  genau  beherrschen,   daß 
keine  unbekannte  oder  quantitativ  unkontrollierbare  Ursache  mit- 
wirken  kann.      Derartige  vollkommen   gleiche   Uhren   stellen  wir 
uns  an  verschiedenen  Stellen  des  Eaumes,  alle  in  einem  und  dem- 
selben berechtigten  System  K  ruhend,   auf.     Dann  ist  die  Gleich- 
heit des  Zeitmaßes  für  alle  diese  Orte  gewährleistet.     Um  aber 
zu    einer   für   das    ganze  System  K  einheitlich  definierten  Zeit  zu 
gelangen,   müssen  wir  noch  die  Uhren  synchron  stellen,   d.  h,  die 
Nullpunkte   ihrer  Zeitangaben  in  passende  Beziehung  zueinander 
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setzen.  Dazu  verhilft  uns  die  Forderung,  daß  im  System  K  die 
Lichtgeschwindigkeit  den  Wert  c  haben  soll,  und  zwar  unab- 
hängig von  der  Strahlrichtung.  Haben  zwei  Uhren  die  Ent- 
fernung l  voneinander,  so  soll  nämlich  die  Zeitangabe  der  ersten 
beim  Ablassen  eines  Lichtsignales  von  ihrem  Orte  und  die  Zeit- 
angabe der  zweiten  bei  seinem  Eintreffen  an  ihrem  Orte  um 
den  Betrag  Z/c  differieren.  Diese  Definition  führt  nicht  zum 
Widerspruch  mit  sich  selbst,  wenn  man  die  Uhren  auf  verschiedene 
Arten  paarweise  zusammenfaßt.  Sind  nämlich  die  Uhren  in  den 
beliebig  gewählten  Punkten  B  und  G  mit  der  in  einem  beliebigen 
dritten  Punkt  A  synchron  gestellt,  und  senden  wir  von  A  zur 
Zeit  0  ein  Lichtsignal  nach  B,  welches  von  dort  ohne  Zeitverlust 
nach  G  und  dort  ebenso  nach  A  zurück  weitergegeben  wird,  so 
ist  die  Zeit  seiner  Rückkehr  t^  =  llc{AB  -\-  B  G  -{•  GA),  da  es 
die  Strecke  AB  -\-  B  G  -\-  GA  durchlaufen  hat.  Es  hat  nach  der 
Voraussetzung  des  Synchronismus  der  Uhren  in  A  und  B  den 
Punkt  B  erreicht,  als  die  Uhr  in  B  die  Zeit  tß  =^  AB'c  wies, 
und  wegen  des  Synchronismus  der  Uhren  in  A  und  G  den  Punkt  G 
verlassen,  als  die  Uhr  in  C  die  Zeit  tc  =  tA  —  A  G/'c  anzeigte. 
Beim  Abgang  des  Signals  in  B  und  bei  seiner  Ankunft  in  G 
besteht  also  zwischen  den  Zeitangaben  der  Uhren  in  G  und  B 
die  Differenz  tc  —  iß  =  B  G/c,  d.  h.  die  Uhren  in  B  und  G  gehen 
auch  miteinander  synchron.  —  Gleichzeitig  sind  Ereignisse,  wenn 
sie  sich  bei  gleicher  Stellung  der  an  ihren  Orten  befi^ndlichen 
Uhren  abspielen. 

Daß  man  so  für  jedes  berechtigte  System  zu  einer  besonderen 
Zeit  kommt,  durch  die  es  sich  von  den  anderen  berechtigten 
Systemen  unterscheidet,  zeigt  schon  das  obige  Beispiel.  Darin 
liegt  gerade  die  Kühnheit  und  die  hohe  philosophische  Bedeutung 
des  Ein  stein  sehen  Gedankens,  daß  er  mit  dem  hergebrachten 
Vorurteil  einer  für  alle  Systeme  gültigen  Zeit  aufräumt.  So  ge- 
waltig die  Umwälzung  auch  ist,  zu  welcher  er  unser  ganzes 
Denken  zwingt,  so  liegt  doch  nicht  die  mindeste  erkenntnis- 
theoretische Schwierigkeit  in  ihm.  Denn  die  Zeit  ist  wie  der 
Raum  in  Kants  Ausdrucksweise  eine  reine  Form  unserer  An- 
schauung; ein  Schema,  in  welches  wir  die  Ereignisse  einordnen 
müssen,  damit  sie  im  Gegensatz  zu  subjektiven,  in  hohem  Maße 
zufälligen  Wahrnehmungen  objektive  Bedeutung  gewinnen,  und 
damit  eine  der  Bedingungen  für  die  Möglichkeit  von  objektiven 

4* 
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Erfahrungstatsachen.  Diese  Einordnung  kann  nur  auf  Grund 
der  empirischen  Kenntnis  der  Naturgesetze  vollzogen  werden.  Ort 
und  Zeit  der  beoljachteten  Veränderung  an  einem  Himmelskörper 
z.  B.  kann  nur  auf  Grund  der  optischen  Gesetze  festgestellt  werden. 
Daß  zwei  verschieden  bewegte  Beobachter,  wenn  jeder  sich  selbst 
als  ruhend  betrachtet,  diese  Einordnung  auf  Grund  derselben 
Naturgesetze  verschieden  vornehmen,  enthält  keine  logische  Un- 
möglichkeit. Objektive  Bedeutung  haben  beide  Einordnungen 
dennoch,  da  sich  aus  jeder  von  ihnen  vermittelst  der  abzuleitenden 
Transformationsformeln  die  für  anders  bewegte  Beobachter  gültige 
eindeutig  ableiten  läßt. 

Man  denke  sich  z.  B. ,  zwei  Astronomen  auf  verschiedenen 
gegeneinander  bewegten  Himmelskörpern  könnten  miteinander  in 
Gedankenaustausch  treten.  Sie  würden  feststellen,  daß  sie  für 
alle  astronomischen  Ereignisse  wesentlich  verschiedene  Zeitangaben 
machen ;  und  dies ,  trotzdem  sie  (wie  wir  annehmen  wollen)  dabei 
dieselben  physikalischen  Grundsätze  anwenden ,  allein  aus  dem 
Gninde,  daß  jeder  sich  selbst  als  ruhend  annimmt.  Damit  aber 
liefe  der  ganze  Streit  zwischen  ihnen  auf  die  Frage  hinaus,  wer 
von  beiden  mit  seiner  Annahme  recht  hat.  Nach  dem  Eelativi- 
tätsprinzip  ist  dies  unentscheidbar ,  beide  Annahmen  sind  völlig 
gleichwertig.  Die  Zeitangaben  beider  beziehen  sich  eben  auf  ver- 
schiedene Systeme.  Mit  dieser  Einsicht  und  mit  Hilfe  der  Trans- 
formationsgleichungen muß  der  Nachweis  gelingen,  daß  beide  Arten 
der  Zeitbestimmung  durchaus  dasselbe  aussagen,  indem  sie  sich 
völhg  ineinander  umrechnen  lassen. 

Auch  die  Frage  der  Läugenmessung  bedarf  jetzt  einer  kri- 
tischen Untersuchung.  In  dem  Bezugssystem,  in  welchem  ein 
Körper  ruht,  wird  man  seine  Länge  in  irgendeiner  Richtung 
einfach  durch  einen  angelegten,  im  gleichen  Bezugssystem  ruhen- 
den Maßstab  bestimmen.  In  einem  anderen  Bezugssystem  aber, 
gegeu  das  sich  der  Körper  bewegt,  mißt  man  ihn  so,  daß  man  ihn 
über  einen  in  diesem  Bezugssystem  ruhenden  Maßstab  hinweggleiten 
läßt  und  zusieht,  mit  welchen  Teilpunkten  des  Maßstabes  die  beiden 
Enden  des  Körpers  gleichzeitig  zusammenfallen;  deren  Unter- 
schied ergibt  die  Länge.  Bisher  hat  man  stets  angenommen,  daß 
beide  Verfahren  zum  gleichen  Ergebnis  führen.  Wir  aber  sind 
schon  durch  die  Erkenntnis  der  Relativität  der  Gleichzeitigkeit 
zu  größerer  Vorsicht  genötigt.     Lassen  wir  aber  diese  Annahme 
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fallen,  so  entschwindet  uns  auch  der  in  §  Ib  bewiesene  Satz, 
demzufolge  nur  eine  Galil  ei -Transformation  von  einem  berech- 
tigten Bezugssystem  (Inertialsystem)  zu  einem  anderen  führen 
kann,  und  es  wird  Eaum  für  einen  Ersatz  dieser  Transformation 
durch  eine  andere. 

Um  zu  den  neuen  Transformationsformein  zu  gelangen,  fragen 
wir  nach  denjenigen  linearen  Beziehungen  zwischen  r! ,  y',  z',  t' 
und  X,  y,  z,  t,  welche  die  Wellen gleichung  (22) 

in  sich  selbst  überführen;  d.h.  für  welche  die  Identität  gilt: 

wo  «  ein  von  Null  verschiedener,  zunächst  in  unbekannter  Weise 
von  V  abhängiger  Proportionalitätsfaktor  ist.  Denn  Gleichung  (22) 
ist  die  mathematische  Formulierung  des  Gesetzes  der  Lichtfort- 
pflanzung*). Linear  wählen  wir  diese  Substitutionen,  weil  anderen- 
falls der  Anfangspunkt  der  Koordinaten  und  der  Nullpunkt  der 
Zeit  wenigstens  in  einem  von  beiden  Systemen  ausgezeichnete 
Punkte  würden,  welche  man  nicht  ohne  wesentliche  Änderungen 
verlegen  kann.  Wir  betrachten  aber  die  Gleichwertigkeit  aller 
Raumpunkte  und  Zeitmomente  als  ein  empirisch  festgestelltes, 
nach  dem  Relativitätsprinzip  für  beide  Systeme  geltendes  Natur- 
gesetz. Ferner  setzen  wir  fest,  daß  entsprechende  Koordinaten- 
achsen in  beiden  Systemen  einander  parallel,  und  zwar  die  x-  und 
x'-Achse  der  Geschwindigkeit  ö  parallel  sein  sollen,  mit  welcher 
das  gestrichene  System  K'  sich  gegen  das  ungestrichene  K  be- 
wegt ;  und  daß  schließlich  den  Werten  a;=0,  2/=0,  ^r  =  0, 
<  =  0  die  Werte  x'  =  Q ,  y'  =  0 ,  z'  =  0 ,  t'  =  0  entsprechen 
sollen.  Die  allgemeinsten  Gleichungen,  welche  diesen  Bedingungen 
genügen,  lauten : 

x'  =  'K(v)(x  —  vt)     y'  z=  k{v)y     z'  =  k{v)z] 
t'  =  fi{v)t  —  v{v)x  /■    '   ^    '-' 

*)  Welclien  Zusammenhang  gi  mit  den  beiden  Feldstärken  hat, 
ist  bis  zu  einem  gewissen  Grad  gleichgültig.  Nach  §  5  gilt  (22)  für 
jede  lineare  Kombination  aus  ihren  Komponenten.  Deshalb  interessiert 
auch  hier  nicht,  ob  g)  in  beiden  Bezugssystemen  die  gleiche  Bedeutung 
hat.  Nach  §  14  geht  jede  solche  lineare  Kombination  bei  der  Trans- 
formation in  eine  andere  Kombination  der  gleichen  Art  über. 


—     54     — 

wo  x(v),  X(v),  (i(v)  und  v(v)  noch  zu  bestimmende  Funktionen 
von  V  sind.  Zunächst  ist  nämlich  einleuchtend,  daß  es  nur  eine 
ausgezeichnete  Richtung,  die  der  x-Achse  gibt.  Schon  aus  diesem 
Grunde  können  y  und  2  in  der  Gleichung  für  t  nicht  auftreten, 
da  sonst  die  Richtung  bevorzugt  wäre,  deren  Richtungskosinus 
sich  wie  die  Koeffizienten  von  x,  y,  z  verhalten.  Ferner  muß  die 
Ebene  a;'  =^  0  mit  der  Ebene  x  =^  vi,  die  Ebene  y'  =  Q  mit 
^  ^.=:  0  und  s'  =  0  mit  z  =  0  identisch  sein.  Die  Proportiona- 
litätsfaktoren zwischen  y'  und  y  sowie  zwischen  z'  und  z  müssen 
schließlich  wegen  der  Gleichwertigkeit  aller  zu  x  senkrechten 
Richtungen  dieselben  sein. 

Außerdem  aber  läßt  sich  zeigen,  daß 

X  =  1 

sein  muß.  Von  vornherein  ist  nämhch  klar,  daß  A(f)  nur  eine 
gerade  Funktion  von  v  sein  kann,  d.h.  k{v)  =  A( — v).  Ob  die 
Bewegung  von  K'  gegen  K  in  der  positiven  oder  negativen  a;-Rich- 
tung  erfolgt,  das  ist  ja  für  die  y-  und  die  ^-Richtung  genau  der- 
selbe Vorgang.     Andererseits  muß  die  Umkehrung  von 

y'  =z  k(v)y  z'  —  }.{v)z 

lauten : 

y  =  l{—v)y'      z  =  ?.{—v)z', 

denn  die  Bewegungen  von  K'  gegen  K  und  die  von  K  gegen  K' 
unterscheiden  sich  nur  durch  die  Richtung  von  t).  Daraus  folgt 
aber  wegen  k{v)  =  A( — v)  der  Wert  1  für  A. 

Durch  die  Substitutionen  (26)  wird  nun  eine  Funktion 
(p (x',  y\  e',  i')  =  (p(iiix  —  vi),  y,  z,  ^t  —  vx'), 

daraus  folgt: 

^—   v^_v^  ^  —  _«»^J_,,^ 

dx~~     dx*  dt"  dt  ~       "^    dx''^  ^dt" 

öxä  ~"       dx'2  dx'dt''^      dt"^'  dy^  ~  dy'^' 

c^  df^  c^dx"^'^       c^  dx'dt'       c^dr^'    dz^~d?~^' 

Soll  also  Gleichung  (25)  als  Identität  gelten,   so  müssen  bei  der 
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Summation   der  letzten   vier  Gleichungen  und  der  Multiplikation 

mit  «  die  Koeffizienten  von 

d^q)  d*q)  dy  _  J_  d^ 

d?2'       dy^'       a^'3'  c2  dt'^ 

alle  gleich  1  werden,  der  von  3~,  3t>  dagegen  verschwinden,  d.h. 

es  muß 

«=1,       x(i.)  =  f<W  =  ^Ü=^,        v(j.)  =  (i(f)^        (27) 


f-? 


sein.  Für  x  und  ft  wählen  wir  das  positive  Vorzeichen,  damit  für 
r  1=  0  das  Bezugssystem  K'  mit  ^  identisch  wird,  wie  es  nach 
den  obigen  Festsetzungen  über  die  Lage  beider  Achsenkreuze  sein 
muß.     Die  Gleichungen  (26)  nehmen  dann  die  Form  an: 

1/'  =  }/,     z  =  z,     t'  =      .    .  (XI) 


Wegen  der  Gleichwertigkeit  beider  Systeme  muß  gestattet  sein, 
in  diesen  Gleichungen  die  gestrichenen  und  ungestrichenen  Größen 
miteinander  zu  vertauschen,  wenn  man  nur  zugleich  das  Vorzeichen 
von  V  umkehrt,  weil  das  System  K  gegen  K'  die  Geschwindigkeit 
—  V  parallel  zur  a;'- Achse  hat.     Man  findet  also  : 

y=i/,     g  —  z,     t  = •    •    (XIa) 

Die  Rechnung  zeigt,  daß  (XIa)  tatsächlich  die  ümkehrung  von  (XI) 
ist.  Die  Gesamtheit  der  Gleichungen  (XI)  oder  (XIa)  bezeichnen 
wir  als  eine  Lorentz-Transf ormation;  das  Relativitätsprinzip 
behauptet,  daß  alle  Bezugssysteme,  welche  durch  eine  solche 
aus  einem  berechtigten  System  hervorgehen ,  dem  ersteren  nicht 
nur  für  die  Fortpflanzung  elektromagnetischer  Wirkungen  im 
Vakuum,  sondern  für  alle  physikalischen  Vorgänge  völlig  gleich- 
berechtigt sind. 

Die  erste  der  Gleichungen  (27)  (a  =  1)  zeigt  nach  (25),  daß 
1  d^m 
der  Ausdruck  zt (p l'T^Ta"  8®o^^  ®^^®  Lorentz-Transformation 

invariant  ist.     Man  überzeugt  sich  leicht,   daß  man  statt  dessen 
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aucH  die  Invarianz  des  Ausdruckes  x^  -\-  y^  -\-  z^  —  e-f^  als 
Kennzeichen  einer  Lorentz -Transformation  benutzen  kann;  be- 
stimmt man  nämlich  die  Koeffizienten  x,  A,  ft,  v  in  (26)  ans  der 
letzteren  Forderung,  so  findet  man  für  sie  genau  dieselben  Werte 
wie  oben. 

Ebenso  wie  die  Gesamtheit  aller  Galilei -Transformationen, 
bildet  die  Gesamth  eit  aller  L  o  r  e  n  t  z  -  Transformationen  eine  Gruppe ; 
wendet  man  zwei  von  ihnen  mit  beliebig  gerichteten  Relativ- 
geschwndigkeiten  t)  hintereinander  an,  so  erhält  man  ein  Ergebnis, 
das  auch  durch  eine  einzige  zu  erreichen  ist.  Denn  bleibt  sowohl 
bei  dem  linearen  Übergang  von  einem  System  K  7.\x  E!  als  bei 
dem  linearen  Übergang  von  K'  zu  K"  der  Ausdruck 

^  1  S^«5P 

^      (ß  dt''' 

unverändert,   so   ist  dies   auch  bei   dem  dann  ebenfalls  linearen 
unmittelbaren  Übergang  von  K  zu  K!'  der  Fall. 
Wir  bemerken  ferner,  daß 

V  <c (28) 

sein  muß;  anderenfalls  würden  die  Koeffizienten  von  (XI)  imaginär 
oder  unendlich.  Bezugssysteme,  welche  sich  gegen  ein  berechtigtes 
mit  Lichtgeschwindigkeit  oder  noch  schneller  bewegen,  lassen  sich 
also  durch  keine  Lorentz-Transformation  aus  ihm  herleiten;  in 
ihnen  kann  die  Lichtausbreitung  nicht  gemäß  der  Wellengleichung 
vor  sich  gehen.  Sie  sind  also  dem  ursprünglichen  nicht  physi- 
kalisch gleichberechtigt*).    Zwei  berechtigte  Bezugssysteme 


*)  Der  innere  Zustand  eines  Körpers  ist  z.  B.  unabhängig  davon, 
in  welchem  berechtigten  Bezugssystem  er  ruht,  welche  Unterlicht- 
geschwindigkeit er  also  gegen  andere  solche  Systeme  besitzt.  Könnte 
man  ihn  aber  auf  Übe  rlichtgeschwindigkeit  bringen,  so  ergäbe  sich 
ein  ganz  anderer  innerer  Zustand.  Das  können  wir  zwar  mangels  der 
erforderlichen  mechanischen  Kenntnisse  nicht  im  einzelnen  ausführen. 
Aber  bei  dem  Felde  eines  Elektrons  können  wir  das  entsprechende 
nachweisen.  Solange  es  sich  mit  Unterlichtgeschwindigkeit  translatorisch 
und  gleichförmig  bewegt,  ist  (vgl.  §  17)  das  Feld  immer  symmetrisch 
zu  einer  zur  Geschwindigkeit  senkrechten  Ebene  durch  das  Elektron. 
Im  Falle  einer  Überlichtgeschwindigkeit  aber  müßte ,  wie  Sommer- 
feld u.  A.  gezeigt  haben,  das  ganze  Feld  innerhalb  eines  Kegels  hinter 
dem  Elektron  liegen ,  welcher  dies  zur  Spitze  und  seine  Bahn  zur 
Achse  hat.     Es   gibt  keinen  stetigen  Übergang  zwischen  beiden  Fällen. 


haben  stets  eine  Unterlichtgeschwindigkeit  gegen- 
einander. Dieser  Satz  ist  zunächst  verwunderlich;  man  soUte 
meinen ,  man  müßte  mit  der  Geschwindigkeit  gegen  K  über  jede 
Grenze  hinauskommen,  wenn  man  von  einem  System  K  zu  K' 
übergeht ,  das  gegen  K  die  Geschwindigkeit  ö  hat ,  dann  von  K' 
zu  einem  System  K",  das  wiederum  gegen  K'  die  Geschwindigkeit  ij 
(in  derselben  Richtung)  besitzt,  und  so  fort.  Diesen  Einwand 
widerlegt  das  in  §  7  zu  entwickelnde  Additionstheorem  der  Ge- 
schwindigkeit. 

Gleich  der  Galilei -Transformation  führt  die  Lorentz- 
Transformation  von  einem  Inertialsystem  im  Sinne  der  Lange- 
schen Definition  (vgl.  §  1  a)  zu  einem  anderen.  Denn  sind  die 
Koordinaten  x,  y,  z  eines  Massenpunktes  im  System  K  lineare 
Funktionen  der  Zeit  t,  so  sind  nach  XI  auch  seine  Koordinaten 
X ,  y\  z'  lineare  Funktionen  von  t' .  Wir  können  also  alle  be- 
rechtigten Bezugssysteme  der  hier  entwickelten  Relativitätstheorie 
als  Inertialsysteme  bezeichnen.  Darin  liegt  das  Gemeinsame  in 
den  Standpunkten  der  klassischen  Mechanik  und  der  „speziellen'^ 
Relativitätstheorie ,  auf  das  wir  schon  am  Ende  von  §  1  a  hin- 
gewiesen haben.  Nur  ist  die  Bewegungsgleichung  1)  der  klassi- 
schen Mechanik  für  den  Massenpunkt  (außer  im  Fall  .^  =  0) 
nicht  gegen  die  Lorentz-Transformation  invariant,  wie  wir 
besonders  in  Teil  VII  dieses  Buches  sehen  werden. 

Läßt  man  in  XI  den  Parameter  c,  statt  ihm  den  wirklichen 
Wert  3 .  10^"  cm/sec  zu  geben,  über  alle  Grenzen  wachsen,  so 
gelangt  man  zur  Galilei-Transformation  2)  und  3)  zurück.  Das 
hat  einen  tieferen  Grund.  Gäbe  es  Fernwirkung  durch  den  leeren 
Raum ,  d.  h.  eine  unendliche  Fortpflanzungsgeschwindigkeit ,  so 
zeigt  schon  das  in  Fig.  4  auseinandergesetzte  Beispiel ,  daß  die 
Gleichzeitigkeit  wieder  eine  vom  Bezugssystem  unabhängige,  also 
absolute  Bedeutung  erhält.  Dann  fällt  auch  das  Bedenken  über 
die  Verschiedenheit  derselben  Strecke  in  verschiedenen  Bezugs- 
systemen fort,  und  wir  kommen  von  der  Forderung  eines  Relativi- 
tätsprinzips  nach  dem  letzten  Satz  in  §  Ib,  Abschnitt  a  (S.  17)  zur 
Galilei -Transformation.  Solange  man  an  Fernwirkungen  glaubte, 
konnte  man  also  das  oben  erwähnte  Vorurteil  einer  für  alle  Systeme 
gültigen  Zeit  nicht  beseitigen;  es  beruht  nicht  nur  auf  einem 
Mangel  an  Kritik,  daß  es  sich  so  lange  gehalten  hat.  Und  in  der 
klassischen  Theorie  war  z.  B.  die  Schwere  eine  Fernwirkung. 
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Wir  sehen  hier  im  Gegenteil,  daß  sich  jede  Wirkung  durch 
den  leeren  Raum  mit  der  Lichtgeschwindigkeit  c  ausbreiten  muß, 
wenn  anders  ein  allgemeines  Relativitätsprinzip  für  alle  Gebiete 
der  Physik  bestehen  soll.  Denn  gäbe  es  eine  diesem  Satz  wider- 
sprechende Wirkung,  so  könnten  wir  an  ihr  die  Betrachtungen 
dieses  Paragraphen  wiederholen  und  erhielten  eine  Transformation, 
die  sich  von  XI  nur  im  Wert  von  c  unterschiede.  Ein  Bezugs- 
system, welches  für  die  Elektrodynamik  und  dies  andere  Gebiet 
der  Physik  berechtigt  wäre,  wäre  dann  einzigartig;  es  gäbe  zwar 
noch  unendlich  viele  andere,  welche  ihm  für  die  Elektrodynamik 
gleichwertig  wären,  und  unendlich  viele  andere,  welche  für  das 
andere  Gebiet  gleich  gut  zu  benutzen  wären;  aber  diese  beiden 
Scharen  fielen  wegen  des  Unterschiedes  der  Transformationsformeln 
nicht  zusammen. 

§  7.     Die  Einst  ein  sehe  Kinematik. 

Zur  Diskussion  der  Formeln  (XI)  und  (XI  a)  untersuchen 
wir  zunächst  den  Gang  einer  im  gestrichenen  System  ruhenden 
Uhr  {x'  =  const)  vom  ungestrichenen  System  aus,  indem  wir 
ihre  Zeigerstellung  stets  mit  der  Angabe  derjenigen  in  K  ruhen- 
den Uhr  vergleichen,  an  welcher  sie  gerade  vorüberstreicht.  Dem 
Zeitintervall  ^  <',  welches  ein  mitbewegter  Beobachter  an  ihr  abliest^ 
entspricht   nach   (XI a),    da   x'   unveränderlich   ist,    das  Intervall 


V 
1 ; 


welches  von  einem  Beobachter  im  System  K  durch  Vergleich  der 
Zeitangaben  ermittelt  wird,  welche  zwei  in  dem  Anfangs-  und 
Endpunkt  der  inzwischen  zurückgelegten  Strecke  ruhende  Uhren 
beim  Abgang  und  Eintreffen  der  bewegten  liefern.  Man  kann 
dies  auch  aus  (XI)  ableiten;  denn  in  der  Zeit  /Jt  legt  die  Uhr  im 
System  K  die  Strecke  /Ix  =  v^t  zurück,  woraus 


i' 


/lt'  =  /lt  1/1-'^ (29) 

folgt.     Eine  mit  der  Geschwindigkeit  q  bewegte  Uhr  geht 
lIso  im  Verhältnis   !/  1  -^-r  langsamer  als  dieselbe  Uhr, 


;nis  1/ ] 


—     59     — 

wenn  sie  ruht.  Dieser  Satz  gilt  selbstverständlich  unabhängig 
davon ,  auf  welches  der  berechtigten  Systeme  man  die  Begriffe 
Ruhe  und  Bewegung  bezieht.  Als  Uhr  ist  natürlich  jeder  Vor- 
gang zu  betrachten,  dessen  Fortschreiten  als  Zeitmaß  dienen  kann. 
In  einem  bewegten  Wasserstoffatom  (Kanalstrahlen)  werden  z.  B. 
die  Licht  emittierenden  Eigenschwingungen  geringere  Frequenz 
haben  als  in  einem  ruhenden. 

Wir  betrachten  jetzt  zwei  gleiche  Uhren.  Beide  ruhen  zu- 
nächst in  einem  berechtigten  Bezugssystem  K^  am  gleichen  Ort. 
Die  zweite  beschleunigen  wir  sodann  quasistationär,  d.  h.  so,  daß 
ihr  innerer  Zustand  stets  nur  von  der  augenblicklichen  Ge- 
schwindigkeit, nicht  aber  von  der  Beschleunigung  abhängt.  Wir 
lassen  sie  dann  einige  Zeit  auf  gleichförmiger  Geschwindigkeit, 
kehren  diese  sodann  durch  quasistationäre  Beschleunigung  um, 
und  führen  die  Uhr  auf  diese  Weise  zu  ihrem  Ausgangspunkt 
zurück ,  wo  wir  sie  —  wiederum  quasistationär  —  zur  Ruhe 
bringen.      Sie  geht  in  jedem  Moment  dieses  Vorganges  im  Ver- 

1/       ä^ 

hältnis  1/ 1 langsamer  als  die  ruhende  Uhr  und  ist  somit  bei 

der  Rückkehr  geg^n  diese  zurückgeblieben.  —  Diese  Konsequenz 
der  Relativitätstheorie ,  welche  namentlich  Lange  vi  n  i)  in  sehr 
interessanter  Weise  weiter  ausgeführt  hat,  erscheint  trotz  ihrer 
ünwiderlegbarkeit  zunächst  so  paradox,  daß  sie  sich  sogar  den 
Einwand  gefallen  lassen  mußte,  sie  widerlege  das  Relativitäts- 
prinzip 2);  man  könne  ja  daraus  entscheiden,  welche  von  den 
beiden  Uhren  in  Ruhe,  welche  in  Bewegung  gewesen  sei.  In 
der  Tat  kann  man  entscheiden,  welche  von  den  Uhren  dauernd 
in  einem  und  demselben  Bezugssystem,  und  welche  inzwischen 
in  zwei  oder  mehr  solchen  Systemen  geruht  hat.  Dazwischen 
besteht  aber  auch  ein  wirklicher  physikalischer  Unterschied. 
(Vgl.  §  8.) 

Ganz  ähnliche  Verhältnisse  finden  sich  bei  der  Messung  der 
Länge  eines  bewegten  Stabes.  Ruht  dieser  in  K'  und  liegt  er 
parallel  der  a;'-Achse,  so  ist  seine  Ruhlänge  So  bestimmt  durch  die 
Differenz  der  ic'-Koordinaten  seiner  Endpunkte,  also: 

Sq   =  Xi         X2] 

diese  kann  man  durch  Anlegen  eines  ebenfalls  in  K!  ruhenden 
Maßstabes  feststellen.     Seine  Länge,  bezogen  auf  K,  ist  hingegen 
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gieich  der  Differenz  der  x-Koordinaten,  welche  seinen  Endpunkten 
für  gleiche  Werte  von  t  zuzuschreiben  sind:  daher  folgt 
aus  (XI): 


=  (Xi  —  ai)  l/l— ^  =  So  |/l 


-77    •  (30) 


C 


Die  Abmessung  eines  Körpers  parallel  zur  Bewegungs- 
richtung wird  also  vom  mitbewegten  System  aus  größer 
beurteilt  als  von  jedem  anderen.  Bringen  wir  einen 
Stab  unterAufrechterhaltung  seines  inneren  Zustandes*) 
(etwa  im  leeren  Raum  und  ohne  Wärmezufuhr  von  der  Ruhe) 
auf  die  Geschwindigkeit  q,  so  zieht  er  sich  im  Verhältnis 

1 zusammen;    nennen    wir    nämlich    das    System,    in 

welchem  er  anfangs  rtihte ,  K,  das  andere ,  in  welchem  er  nach 
seiner  Beschleunigung  ruht,  K',  so  muß  seine  Länge  im  zweiten 
Zustand,  bezogen  auf  K',  s'2,  gerade  so  den  Wert  Sq  haben,  wie  die 
Länge  Sj,  welche  er  im  ersten  Zustand  in  K  besaß. 

Dieser  Satz  rechtfertigt  die  vonFitzgerald^)  undLorentz*) 
schon  vor  der  Relativitätstheorie  zur  Erklärung  des  Michelson- 
schen  Versuches  herangezogene  Kontraktionshypothese  und 
wird  in  der  Tat  notwendig  gebraucht,  wenn  man  die  Theorie 
dieses  Experimentes  für  ein  nicht  mitbewegtes  System  geben  will. 
Verkürzt  sich  nämlich  in  Fig.  la  (S.  28)  die  Strecke  PSx  bei  der 

1/         Q^ 
Bewegung  parallel  zu  ihr  auf  die  Länge  l  1/1 „,  so  wird  nach 

(13)  und  (14)  die  Durchlauf ungszeit : 

t    -    -1^-f 

Bei  einer  Drehung  des  Apparates,  welche  die  Vertauschung  der 
Rollen  von  PSi  und  PS^  zur  Folge  hat,  tritt  dann  keine  Ver- 
schiebung der  Interferenzstreifen  ein.  Daß  diese  Zeit  selbst 
noch  von  q  abhängt,  liegt  daran,  daß  sie  auf  dasjenige  System 
bezogen  ist.  in  welchem  das  Interferometer  die  Geschwindigkeit  q 
hat.      Im   mitbewegten   System  K'   wäre   nach   (29)   die  Durch- 


*)   Im   Abschnitt  VII   werden   wir    solche   Beschleunigungen    als 
adiabatisch-isopieistisch  bezeichnen. 
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1  /         Q^       2 1 

laufuugszeit  t   =  t^  V  1 r  =  — ,  wie  es  sein  muß ,  da  in  K' 

die  Strecken  PSi  und  PS2  mit  der  Geschwindigkeit  c  zurück- 
gelegt werden. 

Die  Dimensionen  senkrecht  zur  Bewegung  werden  nach  (XI) 
nicht  verändert.  Infolgedessen  sind  die  Winkel,  welche  eine 
materielle  Gerade  mit  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  to  oder 
einer  anderen  Geraden  bildet,  in  K  und  K'  im  allgemeinen  ver- 
schieden :  ebenso  die  Winkel  zwischen  zwei  materiellen  Ebenen 
oder  zwischen  einer  Ebene  und  einer  Geraden.  Das  Volumen  V 
eines  Körpers  ist  aus  demselben  Grunde  bei  der  Lorentz -Trans- 
formation wie  die  Abmessung  parallel  der  Geschwindigkeit  umzu- 

V 
rechnen.     Da  somit  in  jedem  System  — -==  gleich  dem  Volum 

V^  im  mitbewegten  System  ist,  so  dient  als  TJmrechnungsformel 
für  das  Volumen  eines  Körpers,  der  zu  K  die  Geschwindigkeit  q, 
zu  K'  die  Geschwindigkeit  q'  hat,  die  Gleichung: 

Y  y>  70 

-=-=-=-  ^===  =  — (31) 

yc2_g2  yc2_2'2  C 

Eine  weitere  Folge  der  Kontraktion  ist,  daß  die  Form  der  Körper 
von  verschiedenen  Systemen  aus  verschieden  beurteilt  wird.  Ein 
Körper  z.  B. ,  der,  vom  mitbewegten  System  aus  untersucht, 
Kugelgestalt  hat,  ist  in  allen  anderen  Systemen  ein  abgeplattetes 
Eotationsellipsoid. 

In  seiner  ersten  Hälfte  (nämlich  soweit  von  der  Beurteilung 
der  Längen  von  verschiedenen  Systemen  aus  die  Rede  ist)  ist  der 
Satz  auf  S.  60  eine  Folge  der  verschiedenartigen  Anwendung  des 
Raum-  und  des  Zeitschemas  bezüglich  verschieden  bewegter  Systeme. 
Die  beiden  Astronomen,  von  denen  auf  S.  52  die  Rede  war,  würden 
trotz  derselben  geometrischen  Grundsätze  in  Streit  geraten,  sowie 
sie  diese  auf  einen  wirklichen  Körper  anwenden.  Sie  beurteilen 
eben  deren  Form  wesentlich  verschieden.  Aber  der  Kernpunkt 
ihres  Streites  läge  auch  hier  in  den  einander  widersprechenden 
Annahmen  über  den  Ruhezustand.  Sowie  dies  erkannt  wäre, 
müßten  sich  mit  Hilfe  der  Lorentz -Transformation  beider  An- 
gaben ineinander  überführen  lassen.  —  In  seiner  zweiten  Hälfte 
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aber  enthält  jener  Satz  eine  Aussage  über  die  Mechanik;  die 
elastischen  Kräfte,  welche  die  Form  des  Körpers  bedingen,  müssen 
durch  die  Bewegung  so  beeinflußt  werden,  daß  sie  eben  diese  Ver- 
kürzung herbeiführen. 

Gegen  dies  Ergebnis  hat  man  gelegentlich  kausale  Bedenken 
geäußert,  und  in  der  Tat  ist  unsere  Überlegung  nicht  dem  kausalen 
Zusammenhang  nachgegangen.  Statt  der  Ursache  für  die  Lorentz- 
Kontraktion  und  den  langsameren  Gang  einer  bewegten  Uhr  hat 
sie  einen  Erkenntnisgrund  abgegeben.  Diese  Erscheinungen  müssen 
eintreten,  wenn  anders  das  Relativitätsprinzip  der  Lorentz- 
Transformation  gilt.  Wir  wollen  sogleich  bemerken,  daß  in  der 
Physik  der  Gedankengang  sehr  häufig  von  dem  Kausalzusammen- 
hang abweicht.  Wenn  wir  z.  B.  auf  Grund  des  Energieprinzips 
sagen,  daß  die  Energieänderung  eines  materiellen  Systems  bei  einer 
chemischen  Umsetzung  unabhängig  von  dem  Wege  ist,  auf  welchem 
diese  Umsetzung  vor  sich  geht,  so  liegt  eine  solche  Abweichung 
vor.  Und  gerade  darin  liegt  der  Wert  so  allgemeiner  Gesetze, 
wie  es  das  Energie-  und  das  Relativitätsprinzip  sind,  daß  sie  es 
uns  ersparen,  den  manchmal  unübersehbar  verwickelten  Kausal- 
zusammenhang in  allen  Einzelheiten  aufzuklären. 

Doch  steht  unsere  Überlegung  deswegen  natürlich  nicht  im 
Widerspruch  zu  einer  kausalen  Erklärung;  deren  Möglichkeit  muß 
die  Physik  ja  überall  verlangen.  Nur  darf  man,  wenn  man  nach 
ihr  sucht,  nicht  übersehen,  daß  nach  dem  hier  eingenommenen 
Standpunkte  ein  Inertialsystem  eine  beobachtbare  Grundtatsache 
ist,  welche,  wie  jede  andere  Tatsache,  ihre  kausalen  W^irkungen 
hat;  unter  anderem  die,  daß  die  Kräfte  zwischen  zwei  Körpern, 
wenn  diese  sich  gegen  ein  Inertialsystem  mit  derselben  unver- 
änderlichen Geschwindigkeit  bewegen ,  bezogen  auf  das  gleiche 
System  noch  von  der  Geschwindigkeit  abhängen.  Das  ließe  sich 
nach  Teil  V  dieses  Bandes  z.  B.  an  den  Kräften  zwischen  zwei 
elektrischen  Punktladungen  leicht  nachrechnen  *).  Auch  die  elasti- 
schen Kräfte  zwischen  Stücken  desselben  Körpers  erfahren  solche 
Einwirkungen  der  Geschwindigkeit;  und  es  wäre  ohne  Schwierig- 
keit an  den  Formeln  von  Teil  VII  nachzuweisen,  daß  dadurch  bei 
unveränderlicher  Gestalt  des  Körpers  das  innere  Gleichgewicht  ge- 

*)  Das  ist  deswegen  besonders  wichtig,  weil  wir  die  Gesetze  der 
Elektrodynamik  unabhängig  vom  Eelativitätsprinzip  kennen  gelernt 
haben. 
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stört  würde.  Die  Loren tz- Kontraktion  stellt  es  dann  wieder  her. 
Bei  der  Unruhe  einer  Taschenuhr  aber  bewirkte  diese  Veränderung 
der  Elastizität,  verbunden  mit  der  Veränderung  der  trägen  Masse 
durch  die  Geschwindigkeit  (vgl.  ebenfalls  Teil  VII)  die  berechnete 
Verringerung  der  Schwingungszahl. 

Das  geschilderte  Bedenken  beruht  wohl  darauf,  daß  das 
Inertialsj-stem  seinen  Einfluß  nicht  durch  irgendwelche  Kräfte 
ausübt,  während  wir  sonst  in  der  Physik  die  Beziehung  zwischen 
Ursache  und  Wirkung  durch  eine  Kraft  hergestellt  denken.  Darin 
liegt  in  der  Tat  etwas  ungewohntes,  aber  kein  Widerspruch  gegen 
das  Kausalitätsprinzip. 

Als  letzte  kinematische  Folgerung  soll  hier  die  Transforma- 
tionsformel für  die  Geschwindigkeit  eines  materiellen  Punktes  ab- 
geleitet werden.  Sind  dessen  Koordinaten  x,  y,  e  ha  System  K 
Funktionen  der  Zeit  f,  so  sind  die  Geschwindigkeitskomponenten: 
dx  dy  dz 

q,  _— ,       qy  — ^.        '?'  — d^- 

Die  entsprechende  Definition   gilt  für  seine  Geschwindigkeit  q'  in 

bezug  auf  K'.     Aus  (XI)  folgt  aber: 
dx 

dx'  dt  dt  dy'  dy  dt  dz'  dg  dt 

Ji'  ~  Ij^^iJt'         Ji'^dtJt"         'dt'  ~  dt  dt" 


f 


c^ 


V  dx 
dt'  ~c^Tt 


dt 


also: 


f 


1 r 


1v  y^-7-2 


y-^' 


q»  = ,    qy  =  — ,    (\z  =  —^ •  (32) 

i_^  i_^  i_^ 

C2  C2  C2 

oder,  wenn  man  umgekehrt  q  durch  q'  ausdrückt: 
q^=^^-^'     ^y=  ...'—,     q^=— ^— — — •    -(33) 


C2  ^     C2 


14--^  14-^-^  1  +  -^ 


—      (i4      — 

Multipliziert  man  die  auf  die  y-  oder  är-Komponenten  bezüglichen 
Gleichungen  in  (32)  und  (33)  miteinander,  so  findet  man: 


^J_AA.^\_ 


,2 


Weiter  zeigt  eine  einfache  Rechnung,  indem  man  die  drei  Glei- 
chungen (32)  quadriert  und  addiert  und  V(\x,  vc(x  durch  die 
skalaren  Produkte  (tiq),  (tiq')  ersetzt: 

C2_g2  C2_|_g'2 


c2  — (oq)        c2_|_(öq') 
Aus  (31),  (34)  und  (35)  folgt: 


r35) 


cä  —  jä  ^   c2  — (öq)         c^—{Xio;)        c^c^  —  v'^ 

Bezeichnet  man  schließlich  mit  -9"'  den  Winkel  zwischen   der  Ge- 
schwindigkeit q'  und  der  a*- Achse,  so  gilt  nach  (33): 


(/2  +  4-2^2  q^vcos^'  —(—sin^'X 


(37) 


da 


tg^'=  152+Z f37a) 


ist.  Diese  Gleichungen  geben  an,  wie  sich,  vom  System  K  aus 
betrachtet,  die  Geschwindigkeiten  t>  und  q'  zusammensetzen;  sie 
enthalten  das  berühmte  Einsteinsche  Additionstheorem  der 
Geschwindigkeit*). 

Das  merkwürdigste  ist  dabei,  daß  die  beiden  zu  addierenden 
GeschMnndigkeiten   nicht  gleichberechtigt  auftreten.      Ist  z.  B.  O2 


*)  Es  sei  darauf  hingewiesen,  daß  die  Geschwindigkeit  q'  auf  ein 
anderes  System  bezogen  ist  wie  ü.  Sind  beide  auf  dasselbe  System  zu 
beziehen,  so  muß  natürlich  die  gewöhnliche  Vektoradditiou  für  sie 
gelten.  Die  Geschwindigkeit  des  Lichtes  gegen  einen  bewegten  Stab, 
bezogen  auf  ein  nicht  mitbewegtes  System,  ist  z.  B.  nach  wie  vor  die 
Vektorsumme  aus  seiner  Geschwindigkeit  gegen  das  System  und  der 
des  Stabes;  die  Erklärung  des  Michelsonschen  Versuches,  wie  wir 
sie  in  §  2  gegeben  haben,  bleibt  daher  (abgesehen  von  der  Modifikation, 
zu  welcher  die  Lorentz- Kontraktion  nötigt)  auch  in  der  Relativitäts- 
theorie richtig. 
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parallel  zu  y,  Oi  wie  bisher  0  parallel  zu  aj,  so  erhält  nach  (33) 
unter  der  Annahme,  daß  man  ti.^  zu  ti  addiert,  indem  man  v-^ 
statt  V,  V2  statt  (\y  und  q^^  =  qi  =  0  setzt,  die  resultierende  Ge- 
schwindigkeit c\i  die  Komponenten : 


qi»  =  v-i, 


Piv 


i^'f' 


wenn  aber  umgekehrt  0^  zu  üg  addiert  wird,  wobei  die  Indices 
1  und  2  und  ferner  die  x-  und  die  ?/- Richtung  ihre  Rolle  ver- 
tauschen, so  ergibt  sich  eine  Geschwindigkeit  q2  mit  den  Kompo- 
nenten: 


92: 


=.,|/i-: 


q2y  =  V,. 


Der  absolute  Wert  q  ist  in  beiden  Fällen  derselbe  [vgl.  auch  die 
in  q'  und  v  symmetrische  Beziehung  (37)],   aber  die  Richtungen 


Fio-.  5. 


sind  verschieden  (Fig.  5).  Denken  wir  uns  ein  materielles  recht- 
winkliges Dreieck  mit  der  Geschwindigkeit  Oj  parallel  der  ersten 
Kathete  verschoben ,  und  führen  an  der  zweiten  Kathete  einen 
Zeichenstift  mit  der  Geschwindigkeit  Dg  entlang,  so  beschreibt 
dessen  Spitze  auf  der  Zeichenebene  die  Strecke  q^  in  der  Zeit- 
einheit. Verschieben  wir  aber  das  Dreieck  parallel  der  zweiten 
Kathete  mit  der  Geschwindigkeit  'o^  und  den  Zeichenstift  längs 
der  ersten  mit  der  Geschwindigkeit  Di,  so  beschreibt  seine  Spitze 
die  Strecke  q2  *). 

Nach  (28)  ist  v  ■<€.  Lassen  wir  q'  von  0  an  wachsen:  wie 
auch  die  Richtung  von  q  sein  mag,  der  Nenner  c--j-(üq')  in 
(35)  kann  nicht  verschwinden,   solange  g'^c  bleibt.     Die  rechte 

Laue,  Relativitätsprinzip.     4.  Aufl.  g 
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Seite  bleibt  daher  positiv  und  endlich ,  bis  sie  für  c^'  =  c  ver- 
schwindet. 

Dem  Wert  g'  =  0  entspricht  natürlich  der  Wert  q  =  ö, 
welcher  auch  (35)  befriedigt.  Wächst  g'  stetig  von  diesem  Wert 
an,  so  muJß  sich  auch  g  stetig  ändern,  und  zwar  so,  daß  die  linke 

c* (P- 

Seite  von  (35),    %  _  (t  y  ebenso  wie  die  rechte  positiv  bleibt,  bis 

g'  =  c  wird.  Dazu  aber  muß  notwendigerweise  einem  Wert 
g'  <  c  auch  ein  Wert  2  <  c,  dem  Wert  g'  =  c  aber  g  =r  c  ent- 
sprechen. Zwei  Unterlichtgeschwindigkeiten  addiert  geben 
daher  immer  wieder  eine  Unterlichtgeschwindigkeit.  Die 
Addition  der  Lichtgeschwindigkeit  zu  einer  Unterlicht- 
geschwindigkeit liefert  die  Lichtgeschwindigkeit.  Die 
letztere  spielt  in  der  Physik  durchaus  die  Rolle  der  unendlich 
großen  Geschwindigkeit,  insofern  man  sie  durch  keine  Häufung 
von  Unterlichtgeschwindigkeiten  jemals  erreichen  kann.  Darum 
bildet  auch  die  Festsetzung  t;  <  c  keine  Einschränkung  der 
Allgemeinheit. 

Aber  nicht  nur  die  Geschwindigkeiten  der  Körper,  sondern 
auch  die  physikalischer  Wirkungen  aller  Art,  mögen  sie  sich  im 
Vakuum  oder  in  der  Materie  fortpflanzen,  können  die  Licht- 
geschwindigkeit c  nicht  überschreiten.  Pflanzte  sich  nämlich  die 
Wirkung  eines  zur  Zeit  t  im  Punkte  J.(a;  =  a;^,  2/  =  ^  =  0) 
eintretenden  Ereignisses  im  System  TL  mit  der  Geschwindigkeit 
V^c  nach  dem  Punkt  B{x  =  Xb,  y  ^=^  g  =  Q)  fort,  so  träfe 
sie  dort  um  die  Zeit 

Xß—X^ 

^t=  j7 

später  ein.  Nach  den  letzten  der  Gleichungen  (XI)  wäre  dann 
die  Zeitdauer  dieser  Fortpflanzung,  bezogen  auf  K' i 

Jt'  =  ^ =  ^t 


F-l  l/'-l 


Man  könnte  somit  durch  Wahl  eines  hinreichend  großen  Wertes 
für  die  Unterlichtgeschwindigkeit  v  erreichen,  daß  ^i'  Null  und 
selbst  negativ  wird,  d.  h.  es  gäbe  berechtigte  Systeme,  in  welchen 
die  Wirkung  in  B  zeitlich  der  Ursache  in  Ä  vorausgeht;  das  ist 
aber    unmöglich,    weil    das   in   Frage   kommende  Naturgesetz  im 
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Widersprucli  zum  Eelativitätsprinzip  beim  Übergang  von  K  zu  K 
nicM  unverändert  bliebe,  -wenn  Ursacbe  und  Wirkung  in  zeitlicher 
und  deshalb  auch  in  kausaler  Beziehung  dabei  ihre  Rollen  ver- 
tauschten. 

Nur  scheinbar  wird  diese  Folgerung  aus  dem  Relativitäts- 
prinzip durch  die  Tatsache  widerlegt,  daß  in  dispergierenden 
Körpern  für  manche  Spektralbereiche  der  Brechungsindex  n<.\, 

c  c 

also    die   „Lichtgeschwindigkeit"  — >  c  ist.      —  ist  nämlich  die 

Geschwindigkeit,  mit  welcher  die  Phasen  periodischer  Wellen  im 
stationären  Zustande,  d.  h.  wenn  diese  sich,  über  den  ganzen  Raum 
ausgebreitet  haben,  fortschreiten.  Für  die  Ausbreitung  einer 
plötzlich  auftretenden  elektromagnetischen  Störung  hat  sie  keine 
unmittelbare  Bedeutung.  Der  erste  Vorläufer  solcher  Störung,  der 
Wellenkopf,  pflanzt  sich  vielmehr  der  Elektronentheorie  zufolge 
stets  mit  der  Lichtgeschwindigkeit  c  fort  [Sommerfeld  t^)]. 

Auch  wenn  man  über  ein  (in  einem  berechtigten  System) 
ruhendes  Lineal  ein  zweites,  ihm  nahezu  paralleles  hinwegführt, 
kann  der  Schnittpunkt  beider  leicht  mit  Überlichtgeschwindigkeit 
wandern;  denn  seine  Geschwindigkeit  ist  gleich  der  des  zweiten 
Lineals  dividiert  durch  den  Winkel  zwischen  beiden  und  kann 
durch  Verringerung  dieses  Winkels  über  jede  Grenze  gesteigert 
werden.  Dies  enthält  keinen  W^iderspruch  zu  dem  Obigen;  denn 
der  Schnittpunkt  ist  kein  materieller  Punkt,  auch  kann  er  nicht 
benutzt  werden,  um  physikalische  Wirkungen  längs  des  ruhenden 
Lineals  zu  übertragen.  Es  wäre  zwar  leicht,  Mechanismen  auf 
diesem  anzubringen,  welche  im  Moment,  da  der  Schnittpunkt  über 
sie  hinstreicht,  irgend  welche  physikalische  Ereignisse,  etwa 
Glockenzeichen,  auslösen;  und  man  kann  dann  in  gewissem  Sinne 
behaupten,  daß  dies  Glockenzeichen  mit  Überlichtgeschwindigkeit 
fortschreitet.  Läßt  man  aber  eine  beliebige  Zahl  dieser  Apparate 
wieder  fort,  so  arbeiten  die  anderen  genau  so  wie  vorher  —  ein 
sicheres  Zeichen,  daß  diese  Glockenzeichen  nicht  als  Ursache  und 
Wirkung  miteinander  verknüpft  sind.  Ihre  gemeinsame  Ursache 
liegt  vielmehr  in  der  Bewegung  des  zweiten  Lineals. 

Ln  Widerspruch  zu   den   obigen  Sätzen  stände  es  hingegen, 

wenn   sich   der  folgende  FaU  verwirklichen  ließe:  „Wir  bringeu 

in  einem  Punkt  B  des  ruhenden  Lineals  wieder  eine  der  genannten 

Einrichtungen  an.     Anfänglich  ruht  auch  das  zweite  Lineal;   der 

5* 
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Schnittpunkt  beider  möge  in  diesem  Stadium  mit  dem  Punkt  A 
des  ersten  zusammenfallen.  Dann  aber  ereignet  sich  in  A  irgend 
ein  Geschehnis,  infolgedessen  sich  das  zweite  Lineal  so  gut  wie 
augenblicklich  in  gleichförmige  Bewegung  setzt.  Der  Schnittpunkt 
durchläuft  dann  das  ruhende  Lineal  als  Signal  vom  Eintreten 
des  Ereignisses  in  A ,  und  das  vor  ihm  in  JB  ausgelöste  Ereignis 
wird  Wirkung  der  Ursache,  die  sich  in  A  zugetragen  hat.  Die 
Übertragung  von  A  nach  B  erfolgt  mit  Überlichtgeschwindigkeit." 

Warum  läßt  sich  nun  der  zwischen  den  Anführungszeichen 
geschilderte  Vorgang  nicht  verwirklichen?  Wäre  das  zweite  Lineal, 
wie  soeben  angenommen,  wirklich  starr  und  keiner  Formänderung 
zugänglich,  so  müßte  er  in  der  Tat  ausführbar  sein»  Die  Übertragung 
des  von  A  ausgehenden  Bewegungsantriebes  müßte  dann  durch  die 
elastischen  Kräfte  momentan  erfolgen.  Und  damit  kommen  wir  auf 
den  Grund  des  Widerspruches.  Die  Annahme  eines  starren 
Körpers  ist  mit  der  Relativitätstheorie  unverträglich. 
Das  Lineal  baucht  sich  unter  allen  Umständen  zunächst  in  A  aus 
und  bleibt  nicht  gerade ;  der  Schluß  auf  die  Überlichtgeschwindig- 
keit des  Schnittpunktes  beruhte  aber  wesentlich  auf  seiner  Geradheit. 

Diese  Unmöglichkeit  des  starren  Körpers  stellt  nicht  etwa  eine 
mehr  oder  minder  zufällige  Folgerung  aus  dem  Ein  st  ein  sehen 
ßelativitätsprinzip  dar,  sondern  ist  aufs  engste  mit  dessen  Grund- 
lagen verknüpft.  Im  Abschnitt  a  von  §  Ib  sahen  wir.  daß  nur  die 
Galilei-Transformation  von  einem  Inertialsystem  zu  einem  andei*en 
führt,  wenn  alle  Strecken  in  beiden  Bezugssystemen  die  gleiche  Länge 
haben  sollen.  Der  klassischen  Dynamik  erscheint  diese  Bedingung 
durch  den  vollkommen  starren  Körper  gesichert,  den  sie  als  den  für 
den  Gedanken  erlaubten,  weil  keinem  Naturgesetz  widersprechenden, 
Grenzfall  des  festen  Körpers  betrachtet.  Man  kann  geradezu  sagen, 
daß  sie  und  ihr  Relativitätsprinzip  zu  einem  wesentlichen  Teil  auf  der 
Idee  des  starren  Körpers  beruht.  Erst  der  Michelson-Versuch  hat 
uns  gelehrt,  daß  dieser  Grenzübergang  phj^sikalisch  unzulässig  ist. 

§8.    Minkowskis  geometrische  Interpretation 
der  Lorentz- Transformation. 

Das  Relativitätsprinzip.  wie  es  im  §  6  ausgesprochen  und  in 
der  Lorentz -Transformation  (XI)  mathematisch  formuliert  wurde, 
enthält  die  Grundlagen  der  Relativitätstheorie  vollständig;  alle 
Folgerungen,  die  wir  später  ziehen  werden,  lassen  sich  aus  dem 
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Obigen  ableiten.  Doch  werden  die  Eechnuugen  dabei  zum  Teil  wenig 
elegant  und  umständlich,  vor  allem,  weil  man  bei  jedem  Vektor  die 
Komponente  parallel  zur  Geschwindigkeit  ö  anders  umrechnen  muß, 
als  die  dazu  senkrechten.  Es  ist  das  große  Verdienst  des  so  früh 
verstorbenen  Göttinger  Mathematikers  Hermann  Minkowski, 
eine  geometrische  Interpretation  geschaffen  zu  haben,  welche  diese 
Schwierigkeit  umgeht  und  wegen  der  Eleganz,  welche  sie  den 
Rechnungen  der  Relativitätstheorie  verleiht,  ein  fast  unentbehr- 
liches Hilfsmittel  für  deren  sichere  Handhabung  bildet. 

Im  allgemeinen  werden  von  einer  Lorentz-Transformatiou 
alle  drei  Koordinaten  betroffen.  Nur  unsere  spezielle  Annahme 
über  die  Laije  der  Achsenkreuze  in  den  Systemen  K  und  K'  brachte 
für  y-  und  ^-Koordinate  die  identische  Transformation  in  (XI) 
hervor.  Da  aber  auch  die  Zeit  verändert  werden  muß,  so  sieht 
man  leicht,  daß  eine  geometrische  Analogie  nur  in  einer  vier- 
dimensionalen  Mannigfaltigkeit  bestehen  kann.  Daß  eine  solche 
unserer  Anschauung  unzugänglich  ist,  darf  uns  nicht  schrecken; 
es  handelt  sich  dabei  nur  um  die  symbolische  Darstellung  gewisser 
analytischer  Beziehungen  zwischen  vier  Variablen.  Wir  bezeichnen 
diese  Mannigfaltigkeit  als  „die  Welt"  und  wählen  als  „Welt- 
koordinaten" die  Raumkoordinaten  x,  y,  z  und  die  Zeitkoordinate 

u  =  et (38) 

Die  X,  ^/,  ^'-Achsen  sollen  aufeinander  senkrecht  stehen;  die  tt-Achse 
vorläufig  auch  auf  den  drei  genannten  Achsen,  d.h.  in  der  a: «{-Ebene 
sollen  zunächst  x  und  u  gewöhnliche  rechtwinklige  Koordinaten 
sein,  und  Entsprechendes  soll  in  der  yu-  iind  ^r«- Ebene  gelten. 
Es  gibt  dann  sechs  paarweise  aufeinander  senkrecht  stehende 
Koordinatenebenen  und  vier  aufeinander  senkrechte  (dreidimecsio- 
nale)  Koordinatenräume.  Einen  Punkt  (x,  y,  z,  u)  dieser  Mannig- 
faltigkeit nennen  wir  einen  „Weltpunkt";   er  repräsentiert  ein 

am  Ort  x,  y,  z  zur  Zeit  i  =  —  stattfindendes  Ereignis.    Für  jeden 

materiellen  Punkt  sind  die  Raumkoordinaten  Funktionen  der  Zeit; 
er  bestimmt  also  eine  Kurve  in  der  Welt,  eine  „Weltlinie".  Bei 
gleichförmiger  Geschwindigkeit  q  ist  sie  eine  Gerade,  deren  Winkel 

gegen  die  M- Achse  gleich  arcig  —,  also,  weil  (2  <Cc,  kleiner  als  ^ 

ist;  im  allgemeinen  ist  sie  eine  beliebige  krumme  Linie,  deren 
Neigung  gegen  die  w-Achse  aber  nie  den  angegebenen  Betrag  erreicht. 
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In  dem  speziellen  Fall  des  §  6,  daß  die  x-  und  a;'-AcLse  der 
Translationsgescli windigkeit  parallel  sind,  spielt  sich  die  Trans- 
formation allein  in  der  a:  «-Ebene  ab,  welche  wir  als  Zeichenebene 
benutzen  wollen  (Fig.  6).    In  dieser  zeichnen  wir  die  gleichseitigen 

Hyperbeln : 

a'2  —  «2  ^  —  1 (39) 

a;2  _  «2  _  _|_  1 (^40) 

sowie  ihr  gemeinsames  Asymptotenpaar: 

a;2_„2  _  0 (41) 

Vom  Nullpunkt  0  ziehen   wir   nach  irgend  einem  Punkt  C7'  des- 
jenigen Astes  der  ersteren,   für  welchen  u  positiv  ist,  die  Gerade; 

rig.  6, 


sodann  eine  zweite  Gerade  nach  einem  Punkt  X'  des  Astes  a;>0 
der  zweiten  Hyperbel;  X'  bestimmen  wir  so,  daß  die  Asymptote 
a;  =^  M  die  Winkelhalbierende  wird,  d.  h.  daß.0?7'  und  OX!  kon- 
jugierte Durchmesser  für  beide  Kyj)erbeln  (39)  und  (40)  werden. 
Fällt  TJ'  auf  die  ?t- Achse  nach  U,  so  fällt  X'  mit  X  zusammen. 
Die  Lorentz-Transformation  (XI)  besteht  darin,  daß  man 
an   Stelle  der   Geraden  OTJ  und  OX  als  Achsen  OU'  und 


•OX',  und  statt   der  Strecken  OU  und  OX  als   Eiuheiten 
die  Strecken  OU'  und  OX'  verwendet. 

In  der  Tat:  Die  Geraden  OU'  und  OX'  haben  die  Gleichungen 

X  =  ßu,       u  =  ßx,        \ß\  <  1. 

Die   Koordinaten   von    U'  und   X'   sind   infolgedessen   nach  (39) 
und  (40): 


(42) 


Nun  soll  aber  im  gestrichenen  System 

u'ü'  =  x'x'  =--  1,  u'x'  =  a;'i7'  =  0 
werden.     Die  vier  bei  einer  linearen  Transformation  von  X,  u  auf 
x',  u'  verfügbaren  Konstanten  sind  hierdurch  eindeutig  bestimmt; 
die  Transformationsgleichungen  müssen  also  lauten: 

x'  =  '^^^^JJt,    u'  =  '4^£f      .'....  (43) 
sie  gehen  nach  (38)  in  (XI)  über,  wenn  man 

^  =  7  •    •    •    •    " (44) 

setzt.  Der  Ausdruck  x"^  —  u^,  und  ebenso  x-  -\-  D^  -\-  ^^  —  w^ 
bleibt  daher  bei  der  Substitution  (43)  invariant.  Die  Gleichungen 
der  beiden  Hyperbeln  und  ihres  Asymptotenpaares  lauten  im  ge- 
strichenen System  ebenso  wie  im  ungestrichenen.  Der  Winkel  ^ 
in  Fig.  6  ist  durch  die  Gleichung 

tgi,=.ß^-^ (45) 

bestimmt. 

Offenbar  kann  man  nach  jedem  Weltpunkt  W  der  ?7X-Ebene, 
für   welchen   u^  >  x^  ist ,   von  0   aus    eine  Zeitachse   ziehen ,   mit 

der  Richtung  OW,  wenn  u>0,  mit  der  Richtung  WO,  wenn 
w<  0  ist;  denn  es  gibt  stets  einen  zu  OW  konjugierten  Durch- 
messer als  x'-Achse.  Umgekehrt  kann  man  jeden  Weltpunkt,  für 
welchen  u'^<ix'^  ist,  mit  0  „gleichzeitig"  machen,  indem  man  die 
Gerade  OW  mit  passender  Richtung  zur  a;'-Achse  und  den  ihr 
konjugierten  Durchmesser  zur  tt'-Achse  wählt. 


Um  die  allgemeine  Loreutz -Transformation  darzustellen, 
bei  welcher  die  räumlichen  Achsenkreuze  x,  y,  z  und  x',  y\  z 
beliebig  zur  Relativgeschwindigkeit  ü  orientiert  sind,  haben  wir 
diese  Konstruktion  vierdimensional  auszugestalten.  An  Stelle  der 
Hyperbeln   treten  dann  der  zweischalig-hyperbolische  Eaum 

^^  +  2/^  +  -^^  —  «^  =  —  1 (46) 

und  der  einschalig-hyperbolische  Raum 

^^  +  ^'2  -f  ^^  —  «-  =  +  1     •    ■    •    •    •    .  (47) 
beide  werden  von  dem  Kegelraum 

a;2  +  ^2  _L  ^2  _  ^^2   ^    Q (^g^ 

asymptotisch  berührt.  Die  Hyperbeln  in  Fig.  6  und  ihre  Asym- 
ptoten sind  die  Schnitte  dieser  dreidimensionalen  Räume  mit  der 
u  a;-Ebene. 

Jetzt  wählen  wir  auf  der  positiven  Schale  des  zweischaligeu 
Hyperbelraumeß  (46)  einen  beliebigen  Punkt  TJ'  mit  den  Koordi- 
naten Xiji,  yxj',  Zjj',  Uu',  und  ziehen  nach  ihm  von  0  aus  die 
Gerade.  Wir  konstruieren  sodann  den  diesem  Durchmesser  kon- 
jugierten Durchmessei'raum 

xxü'  -{-  yyu'  +  ^^U'  —  uuv  =  0     .    .    .    .(49) 

welcher  den  einschaligen  Hyperbelraum  (47)  in  einem  EUipsoid 
schneidet.  Fällt  U'  in  den  Scheitel  U  des  ersteren  Hyperbel- 
raumes, so  wird  der  konjugierte  Durchmesserraum  zum  xyz- 
Raum  (w  =  0)  und  das  Ellipsoid  zur  Kugel 

a;2  +  y/2  -f  ^2  _  1 (50) 

alle  Strecken   von  0   nach  einem  Punkte  dieser  Kugel  haben   die 

gleiche  Länge  1;    sie   ist  die  Maßfläche  für  Strecken  im  Räume 

xyz.      Die   allgemeine   Lorentz-Transf ormation   besteht 

nun   darin,   daß   man   statt  der  Geraden  0  U  als  M-Achse 

und   der   Strecke    OU  als   Einheit,    sowie   statt   des   xyz- 

Raumes  mit  der  Kugel  (50)  als  Maßfläche  die  Gerade  0  Tj' 

mit    OU'    als  Einheitsstrecke   zur  w'-Achse  und   den  ihr 

konjugierten  Durchmesserraum  mit  dem  genannten 

^Ellipsoid    als    Maßfläche    zum    zugehörigen    aj'^/'^-Raum 

macht.     (Die  letztere  Bedingung  drückt   aus,    daß  die  Gleichung 

des  Ellipsoids  „         ,  , 

X-  -f-  y^  -{-  2^  =  1 

lauten  soll.) 
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Verändern  wir  zum  Beweise  zunächst  das  Koordinatensystem 
Ol! y' z'  durch  eine  im  x'  y'  ^r'-Eaume  ausgeführte  Drehung;  dabei 
bleibt  u'  überhaupt  unberührt,  während  die  Summe  x'^  -\-  i/^  -\-z"^ 
invariant  ist;  dasselbe  gilt  dann  auch  für  den  Ausdruck 
a/-  -|-  y'^  -f-  z'-  —  k'2.  Wir  können  es  durch  diese  Drehung 
erreichen,  daß  der  Schnitt  des  o;' 2/'^' -Raumes  mit  der  durch  die 
u  und  it'-Achse  gelegten  Ebene  zur  a;'-Achse  wird.  Durch  eine 
analoge  Drehung  des  Koordinatensystems  xyz  verlegen  wir  die 
a;-Achse  in  dieselbe  Ebene.  Dann  aber  haben  wir  dieselben  Ver- 
hältnisse wie  in  Fig.  6;  0  X'  und  OIJ'  sind  nach  Konstruktion 
konjugierte  Durchmesser  der  Hyperbel  x^  —  u^  ^^  —  1  geworden, 
und  da  x^  -\-  y^  -\-  z^  —  ti^  gegen  die  dort  darge^^tellte  spezielle 
Transformation  invariant  ist,  so  gut  dies  auch  für  die  soeben 
beschriebene  verallgemeinerte  Konstruktion,  welche  sich  dadurch 
als  eine  Lorentz -Transformation  erweist.  Es  gibt  daher  so  viel 
berechtigte  Systeme,  wie  Punkte  in  der  positiven  Schale  des 
Hyperbelraumes  (46),  d.  h.  dreifach  unendlich  vitle,  wie  schon 
oben  erwähnt.  Die  Geschwindigkeit  beider  Systeme  gegeneinander 
wird  durch  den  Winkel  7^  zwischen  der  tt-  und  der  M'-Achse  gemäß 
Gleichung  (45)  bestimmt. 

Der  Kegelraum  (48)  teilt  die  Welt  in  drei  Teile: 
.     1.   m2  >  x2  -f  2/2  +  ^2,    Ti  >  0.       Nach   jedem   Weltpunkt   TT 

dieses  Gebietes  kann  man  eine  Zeitachse  u'  mit  der  Richtung  0  W 
legen,  es  enthält  die  Weltpunkte  „jenseits  von  0",  d.  h.  die- 
jenigen,  welche  in  allen  berechtigten  Systemen  später  als  0  sind. 

2.  u'^>x^-\-y^^z^,  u<0.  Die  V/eltpunkt«  dieses  Ge- 
bietes sind  in  allen  Systemen  früher  als  0,  liegen  „diesseits 
von    0".      Man   kann   nach   ihnen  Zeitachsen   mit   der  Richtung 

WO  ziehen. 

3.  u^  <C X- -\- y- -j- z~.  Von  den  Punkten  dieses  „Zwischen - 
gebietes"  kann  man  drei  beliebige  mit  0  gleichzeitig  machen, 
denn  sie  bestimmen  mit  0  zusammen  einen  ebenen  Raum,  welcher 
mit  dem  ihm  in  bezug  auf  den  Hyperbelraum  (46)  konjugierten 
Durchmesser  ein  berechtigtes  Bezugssystem  bildet.  In  diesen 
haben  dann  die  drei  Weltpunkte  mit  0  die  Zeit  t  =  u  c  =  0 
gemeinsam. 

An  dem  Kegelraum  (48)  selbst  unterscheiden  wir  den  „Vor- 
kegel",  für  welchen  u<0,  und  den  „Xachkegel",  für  welchen 
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u>  0  ist.  Der  erstere  umfaßt  diejenigen  Weltpunkte,  welche 
Ereignisse  darstellen,  von  denen  eine  etwaige,  mit  Lichtgeschwin- 
digkeit fortschreitende  Wirkung  im  Punkt  x=0,  y=0,  s^=0 
zur  Zeit  t  =  0  ankommt.  Der  Nachkegel  stellt  dagegen  die 
Gesamtheit  der  Ereignisse  dar,  welche  sich  mit  dem  Eintreffen 
einer  etwaigen,  vom  Ereignis  0  ausgehenden  Lichtwirkung  gleich- 
zeitig abspielen.  Wir  sagen,  die  erstei-en  „senden  Licht  nach 
0",  die  letzteren  „empfangen  Licht  von  dorf^. 

Wegen  der  Invarianz  des  Ausdruckes  x^  -\-  y^  -\-  z^  —  ti^ 
haben  die  beiden  hyperbolischen  Räume  (46)  und  (47)  ebenso  wie 
der  Kegelraum  (48)  absolute  Bedeutung;  ihre  Gleichung  ist  in 
allen  Bezugssystemen  dieselbe.     Daher  ist   auch  diese  Einteilung 

rig.  7. 


der  Welt  unabhängig  vom  Bezugssystem.     Ihre  physikalische  Be- 
deutung erhellt  aus  folgender  Betrachtung: 

Es  mögen  die  Weltpunkte  0  und  B  in  Fig.  7  zwei  in  K 
rahende,  materielle  Punkte  A  und  JB  darstellen,  den  ersteren  zur 
Zeit  t  (=  0),  in  welchem  von  ihm  irgend  eine  physikalische 
Wirkung  ausgeht,  den  letzteren  zu  der  Zeit  tß,  in  welcher  diese 
Wii'kung  B  erreicht.  Könnte  nun  die  Geschwindigkeit  V,  mit  der 
sie  fortschreitet,  größer  sein  wie  c,  so  wäre 


Uji  =  Ctji  = 


Xb 


i7<lXB', 


B  gehörte  dem  Zwischengebiet  von  0  an,  wie  dies  auch  in  Fig.  7 
gezeichnet  ist.     Es  gäbe  dann  stets  berechtigte  Systeme,  in  denen 
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wie  im  System  K'  der  Figur  M'ij<  0,  d.  h.  It  fiülier  als  0  wäre; 
die  Wirkung  käme  also  in  5  an ,  bevor  sich  ihre  Ursache  in  A 
zugetragen  hat.  Diese  geometrische  Überlegung  widerlegt  somit 
nochmals  die  Möglichkeit  einer  Überlichtgeschwindigkeit  (vgl.  S.  64 
und65).  Es  liegen  eben  alle  Weltpunkte,  welche  0  kausal 
beeinflussen  kann,  jenseits  oder  auf  dem  Nachkegel, 
alle,  von  denen  0  einen  solchen  Einfluß  erleiden  kann, 
diesseits  oder  auf  dem  Vorkegel  von  0.  Punkte  des 
Zwischengebietes  können  dagegen  nie  mit  0  in  kausalem 
Zusammenhang  stehen. 

Für  eine  unendlich  kleine  Strecke  auf  der  «'-Achse,  oder 
einem  ihr  parallelen  Kurvenstück,  ist  nach  der  zweiten  der  Glei- 
chungen (43) 

,    ,         du  —  ßdx 
du   —      ,         ■ ■ 

aber  nach  der  ersten  dieser  Gleichungen  wegen  äx'  =  0 

dx  =  ß  du; 
also 


du'  =  du]/l  —  ß^,  d.h.  dt'  =  dt^l  —  ß^  .  .(51) 
Diese  Gleichung  enthält  wie  die  Formel  (29),  mit  der  sie  identisch 
ist,  den  Satz,  daß  eine  in  K'  ruhende  Uhr,  bezogen  auf  K,  nach- 
geht. Bezeichnen  wir  mit  dx,  dy,  dz  die  Projektionen  der  in 
der  Zeit  dt  zurückgelegten  Strecke  auf  die  Koordinatenachsen, 
mit  2  die  Geschwindigkeit,  so  ist 

^dt  =  ßdt   =  -\'dx'^-{-di^'^^dz^' 

Ferner  sind  dx,  dy,  dz,  du  die  Komponenten  des  in  der  Zeit  di 
durchlaufenden  Weltlinienelementes.     Nach  (51)  ist  also 

dt  =  -  Vc?w2  _  ^^^2  ^dy^-\-dz^)] 

der  Zeitzuwachs,  welchen  die  Uhr  anzeigt,  während  sie  dies  Ele- 
ment durchläuft.  Man  bezeichnet  dx  als  die  Eigenzeit  dieses 
WeltKnienelementes.  Für  ein  endhches  Stück  einer  Weltlinie 
findet  mau  sie  durch  Integration.  Die  Eigenzeit  eines  Weltlinien- 
stückes  ist  eine  Invariante  der  Loren tz-Transformation.  Dies 
erhellt  schon  aus  ihrer  physikalischen  Bedeutung,  denn  die  Zeiger- 
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Stellungen  der  Uhr  am  Anfang  und  Ende  dieses  Stückes  sind 
für  alle  Bezugssj'steme  dieselben;  sodann  erkennt  man  es  auch 
daraus,  daß  der  Ausdruck  du'^  —  {dx^  -f-  dy'^  -\-  dz^)  in  (52)  sich 
ebenso  transformiert,  wie  der  invariante  Ausdruck  u- — {x--\-y--\-z^). 
Zu  beachten  ist  freilich,  daß  die  Gleichung  (52)  zunächst  nur  für 
gleichförmig  bewegte  Uhren,  d.  h.  für  gerade  Weltlinien  ab- 
geleitet ist.  im  allgemeinen  wird  die  Beschleunigung  einen  Ein- 
fluß auf  den  Gang  haben.  Nur  wenn  die  Beschleunigung  hin- 
reichend gering,  d.  h.  die  Kj'ümmung  der  Weltlinien  hinreichend 
schwach  ist,  wird  die  Eigenzeit  unmittelbar  die  angegebene  physi- 
kalische Bedeutung  haben.  Wo  die  Grenze  dafür  liegt,  hängt 
von  der  Beschafienheit  der  Uhr  ab.  Stets  aber  ist  die  durch 
(52)  definierte  Eigenzeit  ein  mathematisch  nützlicher  Begriff. 

Von  allen  Weltlinien,  welche  zwei  gegebene  Weltpunkte  1  und  2 
verbinden,  hat  die  gerade  Verbindung  die  längste  Eigenzeit.  Denn 
legen  wir  parallel  zu  ihr  die  w- Achse  —  die  W^ahl  des  Bezugs- 
systems ist  ja  wegen  der  Invarianz  der  Eigenzeit  ganz  beliebig  — , 

_      J.  r 

so   ist   die   Eigenzeit  für   diese  Gerade   nach  (52)  ^,     d  u,  für  eine 

1 
andere  Verbindungslinie  aber 

2  2 

j  l^du'  —  {dx^  +  rf7/2  4-  dz"^)  <  -^  [du. 

Von  den  beiden  Uhren,  über  die  wir  auf  S.  58  und  59  sprachen, 
legt  die  eine  die  gerade  Weltlinie  von  1  nach  2  zurück,  die  andere 
aber  eine  gebrochene.  Wir  bestätigen  liier,  daß  die  zweite  beim 
Wiederzusammentreöen  zurückgeblieben  ist;  denn  ihrer  Weltlinie 
entspricht  die  kürzere  Eigenzeit.  Zugleich  aber  sieht  man  auf 
das  anschaulichste  die  physikalische  Verschiedenheit  der  beiden 
Bewegungen. 

Kehren  wir  noch  einmal  zu  Fig.  7  zurück.  Die  Endpunkte 
eines  in  K  ruhenden,  der  ic- Achse  parallelen  Stabes  beschreiben 
geradlinige,    der   w-Achse  parallele  Weltlinien   Pj  Pi   und  Pa -P'i- 

p  P„ 
Das  Verhältnis  ■  ,'  , ."  gibt  seine  Ruhlänge  s°  an.     Euht  ein  zweiter 

Stab  in  ^' ,  so  sind  die  Weltlinien  seiner  Endpunkte  zwei  zur 
m' -Achse  parallele  Gerade  ^j  <^i   und  $2^2  und  seine  Euhlänge, 


Il 


die   ebenfalls    gleich    s"    sein   mag,    wird   durch    den   Quotienten 
■,}^,'  dargestellt.      Die  Länge   des   ersten  Stabes  in  K'  ist  aber 

P'  P'  0  P'  0  P' 

s   ■=  -}  y/,  denn   .  „^  und  ^  ^,    sind  die  a;'- Koordinaten   seiner 

Endpunkte   für   den   gleichen  Wert  (0)   von   t'.      Die  Länge   des 
zweiten  Stabes  in  K  ist  analog  S  =  "77^^'    ^'un  ist  nach  (42): 

OX' 


^  =  V^i'-i-^i'  =  j/^^-I' 


OX 

ferner  nach  Fig.  7  und  (45): 

Pi  P,  ~  cos  V>         y  ^  -r  /    '      O'i  g'2         ü  q\  —  Hin  (4  0  Q,  q\) 
Also  ist  für  den  ersten  Stab 


und  für  den  zweiten 


w-||  =  Vi-/3=  =  |/i^  ■  -(63) 


s   _  .£i_2?.     OX'   __  .j         ^9  — l/i       «*  /f;n 

-i^-UX'^Yg^- Vi-/5'-[/i-^    •   -(54) 

Wir  bestätigen  so  den  schon  in  §  7  gefundenen  Satz,  daß  ein 
Körper,  von  dem  mitbewegten  System  aus  betrachtet,  länger 
erscheint,  als  von  jedem  anderen.  Da  in  Fig.  7  Q'iQ'i'-  OX.' 
=  P-iP^-OX  gewählt  ist,  so  ist,  wie  man  sieht,    Q^  Q^<.P^P<^. 

§  9.  Die  Lorentz- Transformation  als  imaginäre  Drehung. 

Analytisch  eleganter  noch  ist  es,   wenn  man   als  Zeitvariable 
die  imaginäre  Größe 

l  =^  iu  =  ict .    .  (55) 

l)enutzt,  wobei  freilich  jedem  reellen  Weltpunkt  ein  imaginärer 
Punkt  der  x,  y,  z,  Z- Mannigfaltigkeit  entspricht.     Dabei  wird 

a;2  4_  ^2  j_  ^2  _  c2  f 2  ^  2;2  4_  ^2  _|_  ^2  ^  72   .     ,     ,  (;56) 

Eine  Lorentz -Transformation  ist.  wie  wir  in  §  6  sahen,  durch 
die  Invarianz  dieses  Ausdruckes  gekennzeichnet. 
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Betrachten  wir  zimächst  wieder  den  einfachen  Fall  der  in 
den  (XI)  und  (43)  ansgedrückten  Transformation,  von  der  nur  x 
und  t  betroffen  wird.  Führen  wir  statt  u  in  (43)  Z  ein,  so 
finden  wir: 

,  =  ^±ill,     V  =  l^=M^ (57) 

yi— /  yr^^« 

Nun  können  wir   einen   imaginären  Winkel  (p   so  definieren,   daß 

1  •  ^ß  /-KON 

cos  w  = -,      sin  9  =  -■■■■  ....  (58) 

wird.  Mit  dem  Winkel  ip  der  Fig.  6  und  7  hängt  er  nach  (45) 
zusammen  durch  die  Beziehung 

tg<p  =  iß  =  i^  =  itgxl) (59) 

Drückt  man  in  (57)  ß  durch  g)  aus,  so  findet  man  die  Gleichungen: 

x'  ==  X  cos  (p  -\-  l  sin  (p,     Z'  =  —  x  sin  (p  -j-  l  cos  <p   .    .  (60) 

und  als  ihre  Umkehrungen: 

x  =  x'cosq)  —  Vsinfp,    l  =  x' sin  (p -{- V  cos  (p  .    .    .  (61) 

Wären  l  und  q)  reelle  Größen,  so  bedeutete  dies,  daß  das  Koor- 
dinatensystem x',  V  aus  dem  System  x,  l  durch  Drehung  (im  posi- 
tiven Sinne)  um  den  Winkel  <p  hervorgeht.  Aber  auch  hier 
können  wir  diese  Ausdrucksweise  unbedenklich  beibehalten.  Die 
spezielle  Lorentz-Transf ormation  (XI)  ist  eine  Drehung 
des  Achsenkreuzes  in  der  :KZ-Ebene  um  den  durch  (58) 
definierten,  imaginären  Winkel  (p*). 

Führt  man  mehrere  solche  Transformationen  in  der  icZ-Ebene 
mit  den  Drehwinkeln  g^^,  (p^...  ^n---  hintereinander  aus,  so 
resultiert  eine  einzige  Drehung  um  den  Winkel 

(p  =  l(pn' 
Die  Geschwindigkeit   des   «ten   gegen   das   {n  —  l)te  System,   ist 
nach  (59): 

Vn   =   —  ictgfpn, 


*)  Der  Unterscliied  der  Geometrien  im  cc,  y,  z,  l-  und  im  t,  y,  z,  u- 
Enume  ist  im  Grunde  der  folgende:  Im  ersteren  haoen  wir  mit  der 
euklidischen  Geometrie,  aber  mit  einer  imaginären  Koordinate  zu  tun; 
im  letzteren  sind  die  Koordinaten  reell,  dafür  aber  wird  die  Geometrie 
pseudoeuklidisch  [Klein ^)].  Der  imaginären,  euklidischen  Drehung 
um  <p  entspricht  die  reelle,  pseudoeuklidische  Drehung  um  if. 
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die  des  letzten  gegen  das  erste  entsprechend 

Die  Funktion  .,  ■ 

J    '  eia;-{_e— »-e 

wächst  aber,  wenn  ihr  Argument  die  rein  imaginären  Werte  von 
Null  bis  i  oo  durchläuft,  von  Null  nur  bis  zum  Werte  i.  Daher 
ist  unter  allen  Umständen  ig  (S  ^>rx)  < «  «nd  v  <.c.  Die  Licht- 
geschwindigkeit bleibt,  wie  wir  schon  in  §  7  sahen,  unerreichbar. 
Beschränkt  sich  2  ^>n  auf  zwei  Glieder,  so  folgt: 

Das  Ein  stein  sehe  Ad  ditionstheoi'em  für  gleichgerichtete  Geschwin- 
digkeiten [vgl.  die  erste  der  Beziehungen  (33)]  geht  so  unmittelbar 
aus  dem  Additionstheorem  der  Tangensfunktion  hervor-). 

Schon  in  §8  (S.7i  )  sahen  wir,  daß  sich  die  allgemeinste 
Loren tz- Transformation  auf  Drehungen  der  räumlichen  Achsen- 
kreuze in  den  Systemen  K  und  K',  sowie  auf  die  spezielle  Trans- 
formation (43)  zurückführen  läßt,  welche  mit  (XI)  und  (57) 
identisch  ist.  Alle  Eigentümlichkeiten  der  aligemeinen  können 
M^Ir  daher  auch  schon  an  der  letzteren  Transformation  erkennen; 
so  muß  z.  B.  auch  die  allgemeine  sich  stets  als  imaginäre  Drehung 
in  der  durch  die  l~  und  Z'- Achse  bestimmten  Ebene  auffassen 
lassen,  zu  welcher  nur  noch  die  unwesentlichen  reellen  Drehungen 
der  Koordinatensysteme  x,  y,  z  und  x'  y'  ^  hinzutreten. 

Analytisch  eleganter  aber  ist  es,  ganz  allgemein  diejenigen 
linearen  Transformationen  des  Weltkoordinatensystems  x,  t/,  z,  l 
zu  untersuchen,  welche  eine  Loren tz-Transformation  darstellen, 
d.  h.  bei  denen  der  Ausdruck  (56)  x^  -\-  y^  -\-  0^  -\-  l^  invariant 
bleibt.  Diese  Aufgabe  entspricht  durchaus  der  Frage  nach  den 
Substitutionen,  welche  eine  Drehung  des  Raumkoordinatensystems 
X,  y,  z  darstellt.  Denn  diese  sind  durch  die  Invarianz  von 
^^  "1~  y"^  ~i~  ^^  gekennzeichnet.     (Vgl.  den  Anhang  unter  b.) 

Soll  bei  der  linearen  Substitution 

x'  ==  ccf^i)  X  -f  af  y  -f  af  z  -f  «W  \ ' 
y'  ^afx^afy^afz-Vafl     ,        ^    ,    ^        . 
z'  =  af  X  +  af  y  -f  af  z  +  af  Z '  ^     ' 

V  =  «a)  X  i-  af  y  -\-  Dif  z  +  «w  l . 
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(63) 


x^  -\-  y^ -{- g^  -\- P  =  x'2  -f  y2  -f  s'^  +  l'^  werden,  so  müssen,  wie 
die  Rechnung  zeigt,  die  Gleichungen 

2«7>'=1  tn=  1,2,3,4  ] 

2a^;")a(;)=0     rw,o=  1,2,3,4       w^oj 

erfüllt  sein ,  welche  durchaus  den  Orthogonalitätsbedingungen 
(S.280)  analog  gebaut  sind.  Von  den  16  Koeffizienten  sind  also 
nur  6  ^^oUkürlich  *).  Fassen  wir  die  Gleichungen  (62)  einmal  mit 
a'y\  a^p,  a^^\  a^P  zusammen,  dann  mit  a^^^^,  a{f\  k®,  a^,^'  usw., 
so  findet  man  als  ihre  Auflösungen  nach  den  ungestrichenen 
Größen: 

X  =  a^i)  x'  -L  «W  y'  +  a^p  z'  +  a.^^  V ' 

y  =  «W  ^>  _^  c,;|)  yi  ^  e«(f)  s'  -I-  «(^2)  l> 

z  =  af  a;'  -f  «f  2/'  +  «J)  z'  +  af  ^' 
Z  =  af  x'  -J-  «(«  y'  +  c//^'  ^'  +  af  V 
so  daß  nach  Analogie  von  (63)  auch 


(64) 


2«r  =  i.      S«L"^« 


0 


(65) 


ist. 


Die  Determinante  der  Koeffizienten  nennen  wir  A: 


Ä  = 


'}:  ocp  Dcf  af  a'P   .    .    .  (66) 


11     2     0     4  I     ^ 

ihre  Unterdeterminanten  bezeichnen  wir,  wie  üblich,  mit  Am  .    Die 
Auflösung  von  (62)  nach  x,  y,  z,  l  muß  nun  die  Form  haben: 

Ax  =  A(p x'  +  AP y  +  Af  z' -\- A^P V  usw., 
daher  muß  nach  (64) 

a-  ^=  AcJ :  A 1.60 

sein.     Setzt  man  diese  Werte  in  {^^~)  ein,  so  folgt  für  die  Deter- 
minante der  ünterdeterminanten : 

+  ASp  Mp  Af  Af  =  AK 

*)  Von  diesen  sechs  Freiheitsgraden  kommen  drei  auf  Drehungen 
des  räumlichen  Achsenkreuzes  xyz,  so  daß  nur  drei  für  den  Über- 
gang von  einem  berechtigten  Sj'stem  zum  anderen  übrig  bleiben 
(Vgl.  §  6  und  8.) 
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Nach  einem  bekannten  Satze  ist  diese  aber,  wenn  die  Zahl  der 
Zeilen  und  Kolonnen  n  ist,  jl""~^,  in  unserem  Falle  also  Ä^,   des- 

^"^^  °^^^  ^  =  1 (68) 

sein;  denn  Ä  =  —  1  ist  ausgeschlossen,  weil  A  eine  stetige 
Funktion  der  Koeffizienten  ist  und  bei  der  identischen  Trans- 
formation x'  =  X  usw.  offenbar  den  Wert  -|~  1  ^^.t.  Nach  (67) 
ist  dann  ,  ,  ,  , 

air  =  A^> (69) 

Wir  können  die  Transformationen  (62)  und  (64)  zusammen- 
fassen in  das  ohne  weitere  Erklärung  verständliche  Schema: 


x' 

y 

0' 

V 

X 

a^p 

< 

af 

a^) 

y 

af 

«f 

af 

CAf 

z 

af 

Kf 

af 

af 

l 

«W 

«W 

< 

Ci^f 

(xn) 


Soll  die  Substitution  (Xll)  eine  Lorentz-Transf ormation 
darstellen,  so  müssen  die  Koeffizienten  1.  den  Ortho- 
gonalitätsbedingungen  (63)  bzw.  (65)  genügen;  2.  müssen 
diejenigen,  welche  den  Index  4  einmal  enthalten,  rein 
imaginär,  alle  anderen  reell  sein;  3.  muß  ihre  Deter- 
minante und  u'-*'>  positiv  sein.  Die  Bedingungen  2.  haben  wir 
hinzugefügt,  damit  aus  reellen  Werten  x,  y,  z  und  einem  imagi- 
nären Werte  von  l  immer  wieder  für  x' ,  y' ,  z'  reelle  und  für  V 
imaginäre  Werte  hervorgehen.  a^^'>  aber  muß  positiv  sein,  weiN- 
a^P  stets  der  Kosinus  des  imaginären  Winkels  ff  zwischen  der  l- 
und  der  Z'- Achse  ist,  also  [vgl.  (58)]: 

C/}f^  =  cosw  =     ,  • 

Man  sieht  dies  am  leichtesten  ein ,  wenn  man  die  allgemeine 
Transformation  in  der  oben  ausgeführten  Weise  auf  die  spezielle 
Substitution  (57)  zurückführt.  Diese  spezielle  Transformation, 
bei  welcher  die  y-  und  ^f-Koordinate  ungeändert  bleiben,  findet 
man,  wenn  man: 

Laue,  Relativitätsprinzip.     4.  Aufl.  Q 
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2 


4'   =  1,    oc^^^  =  <^  = 


yi-/**' 


*          1        yi 


t/S 


(70) 


alle   anderen  Koeffizienten   gleich   Null  setzt.      Ihr   Schema   sieht 
also  folgendermaßen  aus: 


s! 

y 

z' 

r 

1 

0 

0 

-i^ 

1^-ß' 

yi-^« 

y 

0 

1 

0 

0 

z 

0 

0 

1 

0 

l 

iß 

yi-^^ 

0 

0 

1 

yi-/s*J 

(71) 


Für  die  Unterdeterminanten  zweiter  Ordnung  A^n  gelten 
den  Formeln  (63)  und  (65)  entsprechende  Beziehungen.  (Die 
oberen  Indices  beziehen  sich  stets  auf  die  Zeilen,  die  unteren  auf 
die  Kolonnen  von  J..)  Wie  die  Koeffizienten  selbst  sind  diese 
Unterdeterminanten  reell,  wenn  der  Index  4  in  ihnen  keinmal 
oder  zweimal,  rein  imaginär,  wenn  er  einmal  auftritt. 

Nach  einem  bekannten  Satze  ist  für  eine  beliebige  Deter- 
minante A 


\cf.faf\ 


Nach  (67)  und  (68)  folgt  hieraus: 

•^12  — 

oder  allgemeiner,  wenn  wir  mit  B, 
determinante  bezeichnen: 


\MV^'l'\ 


die  Äl 


ergänzende  Unter- 


(72) 

Weiter   sagt   ein   bekannter  Satz   über    die  Darstellbarkeit   einer 
Determinante  als  Summe  aus  Produkten  der  Unterdeterminanten: 


A  =  ^2^   ^A,nn     -Dmn  • 
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Gemäß  (68)  und  (72)  schließen  wir  hieraus: 

]S   S^^"''=  ^ ("3) 

Denken  wir  uns  ferner  die  Determinante  51  so  aus  A  abgeleitet, 
daß  man  die  Glieder  der  zweiten  Zeüe  durch  die  entsprechenden 
der  dritten  ersetzt;  sie  ist  natürlich  Null.  Also  gilt  nach  dem 
soeben  benutzten  Satz: 


Nun  ist  aber 
also  nach  (72): 


9fl2      J12  Oll  2      7^13 


2"  S  ^'«"^'n  =0 (74) 

Endlich  denken  wir  uns  die  Determinante  21  so  gebildet,  daß  in 
A  nicht  nur  die  Glieder  der  zweiten  durch  die  der  dritten  Zeile, 
sondern  auch  die  der  ersten  durch  die  entsprechenden  der  vierten 
ersetzt  werden.      Dann  ist: 

9rl2      412  5112      -D4.3 

also 

^^Al\Al\  =  Q      (75) 

Man  kann  wegen  der  Gleichwertigkeit  an  Zeilen  und  Kolonnen  in 

(73),   (74),   (75)  die  oberen  mit  den  unteren  Indices  vertauschen. 

Ordnet  man  die  Unterdeterminanten  nach  dem  Schema: 


^4 

^1 

AI 

Al 

^}| 

/J24 

-^14 

/124 

^4 

^3 

A2i 
-^31 

/424 

A\\ 

^4 

^\ 

^34 

J34 
^31 

J34 
^2 

A\\ 

^2  4 

AI 

AI?, 
-0.90 

J33 
•^31 

A17. 
^12 

A4 

^ii 

^4 

A?,] 
^3 

-^3  1 

A^^ 
^2 

A\^ 
"^14 

-^24 

AM 

-^3  4 

/112 

•^2  3 

Ali 

J12 
•^12 

80  sagen  die  Gleichungen  (73),  (74)  und  (75)  und  ihre  (nicht 
hingeschriebenen)  Verallgemeinerungen  aus:  Quadriert  und 
addiert   man    die   Glieder   einer   Zeile    oder   Kolonne,    so 

6* 
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erhält  man  den  Wert  1;  multipliziert  man  entsprechende 
Glieder  zweier  verschiedener  Zeilen  oder  Kolonnen,  so 
findet  man  bei  der  Addition  den  Wert  Null. 

Die  Koeffizienten  «^  und  die  TJnterdeterminanten  -4"^/" 
werden  im  folgenden  bei  der  Definition  der  Vierer-  und  Sechser- 
vektoren Verwendung  finden. 

Bei  der  speziellen  Transformation  (57)  sind  [vgl.  (70)]  die 
Unterdeterminanten : 

^14    ^2S    -1 

AI  =  ^i\  =  ^n  =  At  =  ^7f=s  =  cos  cp 


Ali    /JS4    AH    A31 


Vi-/?" 

iß 


sin  (p 


(76) 


Jille  anderen  Null. 
Aussehen: 


Das  angegebene  Schema  hat  somit  das  folgende 


1 

0 

0 

0 

0 

0 

0 

1 

n-ß' 

0 

0 

0 

-iß 

]'i-ß' 

0 

0 

1 

n-ß' 

0 

iß 

0 

l^w* 

0 

0 

0 

1 

0 

0 

0 

0 

-iß 
n-ß' 

0 

1 

n-ß' 

0 

0 

2ß 

yi-H 

0 

0 

0 

1 

n-ß'\ 

(77) 


Man  bestätigt   an   diesen  Werten  leicht  die   angegebenen  Regeln. 


IV.   Weltyektoren  und  -tensoren. 

§  10.    Tierer-  und  Sechservektoren. 

Im  dreidimensionalen  Raum  ist  ein  Vektor  21  durch  die  drei 
Komponenten  'üx,  2ly,  %t  definiert,  welche  sich  bei  der  Drehung 
des  Achsenkreuzes  wie  die  Koordinaten  selbst  transformieren. 
Doch  gibt  es  zwei  durch  ihre  Symmetrie  voneinander  verschiedene 


—     85     — 

Arten.  Ein  polarer  Vektor  wird  durch  eine  Strecke  mit  Richtungs- 
sinn  dargestellt;  jede  Ebene  durch  diese  Strecke  ist  Symmetrie- 
ebene; ein  axialer  dagegen  durch  ein  ebenes  Flächenstück  mit 
Umlauf  ssinn;  er  hat  als  einzige  Symmetrieebene  diese  Ebene  selbst. 
Infolgedessen  sollten  eigentlich  für  die  Transformation  des  letzteren 
Formeln  gelten,  in  denen  statt  der  Koeffizienten  der  Koordinaten- 
transformation die  Unterdeterminanten  aus  diesen  auftreten;  und 
nur  weil  nach  den  Orthogonalitätsbedingungen  Jede  Unterdetei-- 
minante  gleich  dem  entsprechenden  Koeffizienten  ist,  tritt  dieser 
Unterschied  nicht  hervor.  Die  einfachsten  Repräsentanten  beider 
Arten  sind  die  Translations-  und  die  Drehgeschwindigkeit.  Außer 
den  Vektoren  treten  noch  als  Tensoren  bezeichnete  gerichtete 
Gröi3en  auf  (vgl.  den  Anhang).  Es  g^lt  jetzt,  den  Vektor-  und 
Tensorbegriff  vierdimensional  zu  erweitern.  Der  Leitstern  dabei 
ist  die  formale  Analogie  der  Lorentz-Transformation  (Xu)  mit 
einer  Drehung  des  Achsenkreuzes  in  drei  Dimensionen. 

a)  Vierervektoren.  Wir  legen  zunächst  die  Mannigfaltig- 
keit X,  y,  z,  l  zugrunde  und  bezeichnen  als  Vierervektor  P  den 
Inbegriff  von  vier  Komponenten  P-g,  Py,  Pz,  Pi,  welche  sich  bei 
der  Substitution  (Xu)  wie  die  entsprechenden  Koordinaten  trans- 
formieren sollen,  also: 


P.' 

Py 

P, 

Pv 

p. 

«W 

«« 

«« 

<'> 

Py 

af 

af 

af 

af 

Ps 

af 

af 

af 

<») 

Pi 

«w 

af 

af 

«1« 

(78) 


Von  diesen  Komponenten  sollen  entweder  die  drei  räumlichen 
Pxy  Py,  Pz  reell  und  Pi  rein  imaginär  sein  oder  umgekehrt.  Die 
Transformation  ändert  wegen  der  Realitätsverhältnisse  der  Koeffi- 
zienten 04^^^  nichts  an  dieser  Festsetzung.  Alle  Vierervektoren  und 
nur  solche  werden  mit  großen  griechischen  Buchstaben  bezeichnet. 
Bei  zwei  Vierervektoren  P  und  Q  ist  das  skalare  Produkt 


iPO)     =      P,0,+    Py0y    +     P,0,    +    Pi0i 


(79) 
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gegen  die  Lorentz -Transformation  wegen  der  Orthogen alitäts- 
bedingungen  (63  bzw.  65)  invariant:  dasselbe  gilt  von  dem  ab- 
soluten Betrage  eines  Yierervektors  P 

\p\  =  ipffpffpfi^npf (80) 

Offenbar  ist  der  Vierervektor  durch  eine  gerichtete  Strecke  in  vier 
Dimensionen  dargestellt  und  bildet  so  das  Analogen  zum  polaren 
Vektor  in  drei  Dimensionen. 

Wir  werden  im  folgenden  meist  mit  Vierervektoren  zu  tun 
haben,  bei  denen  die  Z-Komponente  imaginär,  die  drei  anderen 
demnach  reell  sind.  Gehen  wir  nach  (55)  zu  der  reellen  Zeit- 
variablen u  =  —  il  über,  so  haben  wir  statt  Pi  die  reelle  Kom- 
ponente 

P,,=—iP, (81) 

einzuführen.     Das  Quadrat  des  absoluten  Wertes  von  P  ist  dann 

P2    =    i^4_i^4.p|_jp2; (82) 

je  nachdem  es  positiv  oder  negativ  ist,  nennen  wir  den  Vektor 
„raumartig"  oder  „zeitartig".  Stellen  wir  ihn  nämlich  als 
eine  vom  Punkte  0  in  Fig.  6  gezogene  Strecke  dar,  so  weist 
Fig.  8.  /         er  im  ersten  Falle  nach  einem 

Weltpunkte  des  Zwischenge- 
bietes, im  zweiten  nach  einem 
Punkte  diesseits  oder  jenseits 
von  0.  Ein  raumartiger  Vektor 
hat  den  Betrag  S,  wenn  er  bei 
dieser  Darstellung  bis  zu  einem 
Punkte  des  Hyperbelraumes 
x^  +  y'-\-0^  —  J<2  =  7?2  reicht; 
ein  zeitartiger  hat  den  Betrag 
i  M,  wenn  er  nach  einem  Welt- 
punkte des  Hyperbelraumes 
x^ -\- y'- -\- z'-  —  u^  =  —  H'^ 
weist. 

Ist  das  skalare  Produkt  (P0)  =  0,  so  sagen  wir,  die  Vek- 
toren P  und  0  stehen  aufeinander  senkrecht.  Doch  iet 
dieser  Ausdruck  keineswegs  im  Sinne  der  euklidischen  Geometrie 
zu  verstehen;  deuten  wir  beide  als  von  0  ausgehende  Strecken, 
so  sagt  diese  Bedingung  vielmehr  nach  (49),  daß  0  in  dem  zu  P 
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bezüglich  der  Hyperbelräume  (46)  und  (47)  konju^erten  Durch- 
messerraum  liegt.  Im  Sinne  dieser  Festsetzung  ist  somit  jedes 
berechtigte  System  x,  y,  z,  u  orthogonal.  Zwei  aufeinander  senk- 
rechte Vektoren  können  nicht  beide  zeitartig,  wohl  aber  beide 
raumartig  sein.  In  Fig.  8  stehen  P^,  ^i  sowie  P^,  ^2  ^^i~ 
einander  senkrecht.  P^  und  Pg  sind  zeitartig,  ^^  und  ^^  rauui- 
artig. 

b)  Erstes  Beispiel:  Die  Viererges  chwindigkeit.  Das 
Element  einer  Weltlinie  ist  als  gerichtete  Strecke  ein  Vierervektor, 
und  zwar  von  zeitartiger  Richtung.  Dividieren  wir  seine  Kon^- 
ponenten  dx,  dy,  ds,  dl  durch  c  und  seine  nach  Gleichung  (52) 
in  §  8  invariante  Eigenzeit 

dt=-  )ld  u'  —  {dx^  +  dy^-\-d  0'^) 

=  ~y—idx^  +  dy^-\-de^-^  dP)  =  dtVl  —  ^, 

so  finden  wir  die  Komponenten  der  „Vierergeschwindigkeit"  T. 

dx 
Da  aber  —  =  q^.  ist  usw.,   so  haben  nach  der  letzten  Gleichung 

diese  Komponenten  den  Wert: 


^         c  dr          yc^_2*'       ^         c   dt  ~~  yc-  —  g*' 
■y   1   d z qz  _,.   l    dl  te 

dz      yc-'—r/     ''  ~~  'c  Tc      y^Tzp' 

j        „             \    du 
oder  Yu  = 5— 


c 


(83) 


c  dx        yg2 g2 

Sein  absoluter  Wert  ist  nach  (80)  oder  (82): 

\Y\  =  i (84) 

Der  Vektorcharakter  von  Y  spricht  das  Ein  stein  sehe  Addi- 
tionstheorem der  Geschwindigkeit  für  die  allgemeinste  Lorentz- 
Transformation  (XU)  aus;  die  spezielle,  auf  (XI)  bezügliche  Form 
(33)  findet  man  daraus  durch  Benutzung  des  Schemas  (71),  wenn 
man  in  ihm  nach  (78)  alle  Koordinaten  durch  die  entsprechenden 
Komponenten  von  Y  ersetzt. 

c)  Zweites  Beispiel:  Die  Viererbeschleunigung.  Wieder- 
holen wir  die  Differentiation  nach  d  r,  indem  wir  die  Differenz  der 
Vektoren  Y  für   den  Anfang  und  das  Ende   des  Linienelementea 


durch  dv   dividieren,  so  gelangen  wir  zur  „Viererbesclileuni- 


^'"^  ^       dY 

Sie  stellt,  da  nach  (79),  (85)  und  (84) 

(rr)  =  r.i^+r,^+r.^  +  r/-^  =  o    •  (85a) 

ist,  stets  auf  der  Vierergeschwindigkeit  und  damit  auf  der  Welt- 
linie senkrecht,  ist  also  stets  raumartig. 

Der  absolute  Wert  der  Viererbeschleunigung  hat  eine  ein- 
fache Bedeutung.  Auch  bei  einer  beliebig  gekrümmten  Weltlinie, 
d.  h.  bei  einer  beliebig  beschleunigten  Bewegung,  können  wir  für 
jeden  Weltpunkt  P  ein  Euhsystem  K'^  angeben.  Jenes  nämlich, 
dessen  Zeitachse  die  Richtung  der  Weltlinie  in  diesem  Punkt  hat. 
In  K"  ist  dann  für  den  dem  Weltpunkt  P  entsprechenden  Augen- 
blick r,  =  Tj,  =  r,  =  0,  Yi  =  i,  d.  h.  q  =  0,  weil  die  Vierer- 
geschwindigkeit die  Eichtung  der  Weltlinie  hat.  Für  einen  in 
der  Nähe  von  P  liegenden  Punkt  der  Welthnie  ist  q  bezogen  auf 
dasselbe  System  unendlich  klein,  so  daß  man  nach  (83) 

r.  =  ^    z,  =  ^    r.  =  ^    Yi  =  i 

C  '  c  c 

setzen  kann.      Daraus,   aus   (85)   und  (52)  folgt  aber,   daß   die 
Viererbeschleunigung  im  Ruhsystem  die  Komponenten 


hat. 


r 

_  1   a 
c 

dt 

iq^' 

^y°  =  -^(^y"'     ^2°  =  -n"o. 

±10=  0 

^acli  (80)  schließen  wir  weiter: 

r 

1 

c 

i 

(86) 


(87) 


d.  h.   bis   auf   den  Faktor   —   ist   der   absolute  Wert   der  Vierer- 

c 

beschleunigung    gleich    dem    absoluten   Wert  der    auf    das  Ruh- 
system bezogenen  „Ruhbeschleunigung". 

Wie  sich  aus  der  Vektoreigenschaft  der  Vierergeschwindig- 
keit das  Additionstheorem  der  Geschwindigkeit  ableiten  läßt,  so 
aus  der  Vektoreigenschaft  der  Viererbeschleunigung  die  Trans- 
formation  für   die   Beschleunigung.     Wir   beschränken   uns   hier 
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wiederum  auf  die  spezielle  in  (XI)  betrachtete  Lore ntz -Trans- 
formation und  setzen  noch  besonders  voraus,  daß  das  System  K' 
mit  dem  Euhsystem  E'^  identisch  ist;  so  wird  die  Geschwindigkeit 
D  von  K'  gegen  K,  welche  zur  aj- Richtung  parallel  ist,  gleich  der 
aeschwindigkeit  q  des  Massenpunktes  gegen  K.  Aus  (78)  und 
(71)  schließen  wir  infolgedessen:  ▼ 

Yx     =  T-eO,  Ty     =    YyO,  Tz    =    Y:fi 

und  daraus  nach  (85),  (83)  un^J  (o2): 

A  /       q^       \  _  qg  (c2  —  g»)  -I-  q^  (q^  g^  -f  gy  g^  ^  g,  q^  )  q| 

A^\^^^—(^V  Kc2-22*'  ~    c 

da  aber  q^  =  q^  =  0,  q^  =  q',  so  vereinfachen  sich  diese  Glei- 
chungen zu 

^^  =  ^^V^  ^°'    ^^  =  ^-^  q?  •  •  •  •  (88) 

Fragen  wir  nun  einmal,  bei  welcher  Art  der  Bewegung  längs 
einer  Geraden  ein  Massenpunkt  konstante  Ruhbeschleunigung  \> 
erfährt.  Wählen  wir  jene  Gerade  als  aJ- Achse,  so  sind  qy  und  q^ 
desgleichen  Yy  und  Yz  dauernd  gleich  Null,  die  Vierergeschwindig- 
keit Y  und  die  Viererbeschleunigung  Y  liegen  dauernd  in  der 
j;?(- Ebene. 

Aus  (84)  und  (87)  folgt  dann  in  Rücksicht  auf  (83)  und  (85): 

Es  liegt  nahe,  x  und  l  als  Funktionen  von  x  zu  betrachten  und 
diese  Gleichungen  durch  den  Ansatz 

X  —  Xq  =  acosv{x  —  Tq),  Z  —  \-=  a  sin  v(r  —  Tq) 

zu  lösen.  Während  a^o,  Iq  und  Tq  willkürliche  Konstanten  sind, 
müssen  a  und  v  den  Beziehungen  v^a^  =  — c^,  v^a^  =  b^  ge- 

nügen,  aus  denen  a^  =  j^  folgt.  Die  Elimination  von  T  liefert  die 
Gleichung  der  Weltlinie 
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{X  -  Xo)2  +  (?  -  Zo)2  =  ix-  x,r  -  (U  -  Uo)'    I 

c*  •  (89) 

=  (x-Xo)'-cHt-t,y=='^^  J        ^     ^ 

Die  Weltlinie  der  gesuchten  Bewegung  ist  somit  eine  gleicliseitige 
Hyperbel,  deren  Achseulänge  -r-  umgekehrt  proportional  zur  Ruh- 
beschleunigung b  ist.  Wir  sprechen  mit  Born  von  einer  Hyperbel- 
bewegung. 

Es  zeigt  sich  hier  so  recht  der  unterschied  der  Einstein- 
sohen  gegen  die  ältere  Kinematik.  In  der  letzteren  erfolgte  die 
gleichförmig  beschleunigte  Bewegung  nach  der  Formel 

x=^bt^ 

welche  für  t  =  +  oo  zu  unendlich  großen  Geschwindigkeiten 
führt.  Hier  hingegen  nähert  sich  nach  (89)  die  Geschwindigkeit 
nur  asymptotisch  der  Lichtgeschwindigkeit. 

d)  Singulare  Vierervektoren.  Durchaus  singulär  ist  ein 
Vektor  77,  welcher  von  0  aus  nach  einem  Punkte  x,  y,  s,  7  des 
Vor-  oder  Xachkegels  hinweist.  Für  diesen  ist  nämlich  nach  (48) 
der  absolute  Wert: 


i77i  =  y x^ -\- y^ -\- z^ -\- P  =  0. 

Da  772  zugleich  das  skalare  Produkt  von  77  mit  sich  selbst  ist, 
so  steht  77  auf  sich  selbst  senkrecht*).  Ist  ferner  1^  der  Vektor, 
der  auf  dem  genannten  Kegel  (48) 

in  dem  erwähnten  Punkte  senkrecht  steht,  so  ist 

Sl  und  77  haben  somit  dieselbe  Richtung,  infolgedessen  gibt  das 
Verhältnis  zweier  entsprechender  Komponenten  das  Verhältnis  der 
absoluten  Werte  an,  welche  selbst  beide  Null  sind. 


*)  Derartige  Strecken  entsprechen  deu  Minimalgeraden  der  drei- 
dimensionalen Geometrie.  Der  Schnitt  des  Kegels  (48)  mit  dem  un- 
endlich Fernen  stellt  das  absolute  Gebilde  unserer  „vierdimensionalen 
Welt"  dar. 
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e)  Sechservektoren.     Als  Sechservektor  bezeichneu   wir 
den  Inbegriff  der  sechs  Komponenten 

^xu  ^yit  ^2i* 

VSyzi  Vfixt  Ijjct/f 

denen  sechs  weitere:   i^^i^,  %iy,  %^,  ^^y,  fy^,,  ^y^:  durch  die  Be- 
ziehung 

^ju=-^i.j (90) 

zugeordnet  sind,  wenn  sie  sich  nach  dem  Schema: 


%x'V 

Syi' 

%iV 

??j/f' 

%.x- 

iJx!/' 

^.l 

Alt 

An 

-434 

^23 

-a.31 

^12 

t^yl 

Ali 

A^* 

Ali 

A^i 

^23 

-431 

-4i2 

^.l 

An 

A^^ 

Ali 

-434 

-423 

Azi 

■4l2 

t^y^ 

.23 
Au 

.23 

Ali 

.23 
^34 

.23 
•^28 

.23 
^31 

.23 
All 

^.x 

-Au 

-424 

-434 

^23 

Al 

^12 

%xy 

Ali 

Au 

Azi 

Ats 

^31 

-4i2 

(91) 


transformieren.  Daß  die  beiden  hierin  enthaltenen  Gleichung3- 
Bvsteme  miteinander  identisch  sind,  folgt  aus  den  auf  S.'83  und  84 
angegebenen  Beziehungen  zwischen  den  Unterdeterminanten  -4^'^' 
Außerdem  sollen  entweder  die  drei  Komponenten,  welche  den 
Index  l  besitzen,  rein  imaginär  und  die  drei  anderen  reell  sein, 
oder  umgekehrt.  Diese  Festsetzung  bleibt  bei  einer  Lorentz- 
Transformation  wegen  der  Eealitätsverhältnisse  der  Unter- 
detenninanten  A^' "'  (S.  80)  erhalten.  Aus  formalen  Gründen  ist 
es  manchmal  zweckmäßig,  Komponenten  mit  zwei  gleichen  Indices 
(iJxa:  usw.)  einzuführen;  diese  sollen  stets  identisch  Null  sein. 

Insofern  die  Unter determin an ten  in  die  Transformation  ein- 
gehen, ist  der  Sechservektor  das  Gegenstück  zum  axialen  Vektor 
in  drei  Dimensionen.  Damit  hängt  zusammen,  daß  sich  die  Kom- 
ponenten %jti  nicht  auf  die  Koordinatenachsen,  sondern  auf  die 
Koordinatenebenen  beziehen. 
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Bei  der  speziellen  Transformation,  die  sicli  in  den  Gleichungen 
(XI)  oder  (43)  oder  (57)  ausdrückt,  wird  nach  (91)  und  (77) 


^xl    =   ^x'V  l^yz    l^y'z' 

er        l^y'l'  —  ißl^x'y  ev         '^z'x'  —  i  ßl^z'l> 

vfyi  —  — ^  /  ^     "~7_ —        uzx  —  — : 


1-/^2  yi  — /32 

<y    ,  l^y  l'-\-ißl^z'x'  ry  ^'x'  y'  +  iß  i^y'  V 

o«*   =^  ii        oxv  —  7  

yi-t/32  " "        Vi -^2 


(92) 


Da  diese  Transformation  eine  Drehung  in  der  .rZ-Ebene  darstellt, 
bei  welcher  sowohl  diese,  als  die  t/^-Ebene  als  Koordinatenebenen 
erhalten  bleiben,  so  versteht  man  leicht,  daß  sich  auch  die  auf 
diese  Ebenen  bezüglichen  Komponenten  von  fj  nicht  verändern. 

Zu  jedem  Sechservektor  %  gehört  der  zu  ihm  duale  Vektor 
%*,  der  ihm  durch  die  Definition 

%ln  =  %op (93) 

zugeordnet  ist.  Die  Indices  mnop  müssen  dabei  alle  voneinander 
verschieden  und  so  gewählt  sein,  daß  die  Anordnung  mnop  durch 
eine  gerade  Zahl  von  Vertauschungen  aus  der  Eeihenfolge  x,y,z,l 
hervorgeht,  z.B.  ist 

dagegen  nach  (90) 

%*l   =    —  '^XZ' 

Wegen  (72)  gilt  für  %*  dieselbe  Transformation  (9 1)  wie  für  (J. 

Ist  @  ein  zweiter  Sechservektor,  so  sind  Invarianten  der 
Transformation  nach  (91)  und  nach  den  den  Orthogonalitäts- 
bedingungen  entsprechenden  Beziehungen  zwischen  den  A^^' 
(S.  83  und  84)  das  skalare  Produkt: 

und  ebenso 

(r  @)  =  (fJ®*)  =  ^xl^y^  +  %yl®zx+^zl&.y\  .... 

-\~^yz&xl  +  ^.x®yl  +  ^xy^sli'     '^       ^ 

Der  einzelne  Vektor  ^  hat  infolgedessen  zu  Invarianten  seinen 
absoluten  Wert: 


1^1  =  iw^i  +  ^h + ^h +^is+ ^!x  +  my  =  in   (96} 
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und  das  skalare  Produkt: 

(^?J*)  =  2(gr,ifJy,  +  5,z3:'..-f  f^.^S'.y)     .    .    (97) 

Man   könnte   zunächst  daran   denken,   eine   dritte  Vektorart 

einzuführen ,    in   deren   Transformationsformeln    die   dreireihigen 

TJnterdeterminanten   Am  als   Koeffizienten  eingehen.    Wegen  (69) 

würden  diese  aber  wieder  Vierervektoren. 


§  11.     Die  algebraischen  Yektoroperationen. 

a)  Addition  und  Subtraktion.  Vektoren  gleicher  Art 
werden  addiert  und  subtrahiert,  indem  man  diese  Operationen  an 
ihren  Komponenten  vornimmt.  Bei  Vierervektoren  ist  dies  das- 
selbe, wie  wenn  man  die  sie  darstellenden  Strecken  geometrisch 
addiert  bzw.  subtrahiert.  In  einer  Vektorsumme  ist  die  Reihen- 
folge der  Summanden  gleichgültig  (kommutatives  Gesetz).  Auch 
kann  man  sie  beliebig  in  Teilsummen  zusammenfassen  und  diese 
addieren  (assoziatives  Gesetz). 

b)  Die  skalare  Multiplikation  ist  schon  im  §  10  be- 
sprochen. 

c)  Vektorprodukte. 

«)  Aus  Vierer  Vektoren.     Das  Vektorprodukt 

^  =  [P$] (98) 

aus  P  und  ^,    dessen  Komponenten   durch  die  Gleichung 
1^/  Pi^ 


2? 


'jk 


(j,  7:  =  X,  y,  z,  1) 


(99) 


definiert  sind,  ist  ein  Sechservektor.     Daß  dem  so  ist,  überzeugt 
man  sich  leicht,  da  nach  (78)  und  (72)  z.B.: 


^.n>  = 


«w  uf 

.!^^^'  _u. 

■•  + 

af  af 

PyP. 

a^af 

\^x^l       ' 

ocfa^i 

^y^s 

+ 


wird,  was  mit  der  Transformation  (91)  übereinstimmt.  Dieser 
Sechservektor  ist  aber  insofern  ein  spezieller ,  als  das  skalare 
Produkt  (S>25*),  wie  die  Ausrechnung  nach  (97)  zeigt,  identisch 
Null  ist.  Einfacher  noch  sieht  man  dies,  wenn  man  die  durch 
P  und  0  bestimmte  Ebene  als  eine  der  Koordinatenebenen,  etwa 
als  a;7 -Ebene,  wählt.  Dann  ist  nämlich  nur  ^xi  von  Null  ver- 
schieden.   (Ob  man  die  /-Achse  in  diese  Ebene  legen  kann,  hängt 
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freilich  davon  ab,  ob  sie  auch  zeitartige  Richtungen  enthält.  Ist 
dies  nicht  der  Fall,  so  wähle  man  sie  als  a;?/- Ebene,  was  nichts 
Wesentliches  ändert.) 

Das  kommutative  Gesetz  gilt  hier  nicht.    Vielmehr  ist 

[P0]  =  —[QP] (100) 

Das  Vektorprodukt  [P  ^]  stellt  geometrisch  das  ParaUelo- 
gramm  aus  P  und  Q  nach  Flächeninhalt  und  Umlaufssinn  dar, 
genau  so,  wie  auch  das  Produkt  [3133]  aus  zwei  Raumvektoren; 
am  einfachsten  erkennt  man  dies  bei  der  soeben  beschriebenen 
Wahl  des  Koordinatensystems.  Wählt  man  in  der  zu  der  ge- 
nannten Ebene  senkrecht  stehenden  Ebene  (es  gibt  deren  stets 
eine  und  nur  eine,  z.B.  zur  a;Z- Ebene  die  yz-Ehene)  zwei  andere 
Vierervektoren  W  und  X,  so  stellt  die  Summe 

2S  =  [P0]  +  [WX] (101) 

einen  Sechservektor  dar ,  für  den  (3B  38*)  von  Null  verschieden 
ist,  dessen  sechs  Komponenten  also  keiner  einschränkenden  Be- 
dingung mehr  unterworfen  sind ;  denn  dann  ist  außer  ^xl  auch 
iJöj/z  von  Null  verschieden.  Der  allgemeine  Sechservektor  wird 
demnach  durch  zwei  zueinander  senkrechte  Flächenstücke,  jedes 
nach  Inhalt  und  Umlauf ssinn  gewertet,  dargestellt.  Diese  geo- 
metrische Darstellung  hat  Sommerfeld  weiter  ausgebaut. 

ß)  Aus  einem  Vierervektor  P  und  einem  Sechser- 
vektor 3"  kann  man  ein  Produkt  [Pf^]  bilden,  welches  zum 
Tj^jus  der  Vierervektoren  gehört;    seine  7:  -  Komponente  soll  sein: 

[P^]u  =  P.i^k.^ Py^,y-{- P^'iSk.  +  Pii^kiQc  =  x,y,z,J);  (102) 

seine  a;'-Komponente  hat  also  den  Wert: 

[P^]x'  =  Py'l^.-y'  +  P^'J^x'z-  +  Pl'^x'V. 

Wendet  man  nämlich  rechts  die  .Transformationen  (78)  und  (91) 
an,  so  findet  man  als  Faktor  von  Px%xi  z.B.  die  Summe: 

afÄ\l  +  afA\l  +  <^>^J,^1  =  -^(*)  =  — <*>    .    .  (103) 
[vgl.  (69)],  als  Faktor  von  Py^yi'. 

tt^i^  A\\  +  af  A\\  +  «f  A\\  =  —  ^(*)  =  —  af  usw., 
so  daß 

[P^],,  =  af  [P^],  +  «f  VP^Ij  +  c^f  \P%].  +  «04)  [_P%]i 
ist.    Damit  ist  der  Charakter  als  Vierervektor  bewiesen. 
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Ebenso  ist  der  umgekehrte  Schluß  zulässig:  Sollen  in  (102) 
sowohl  die  Größen  P^,  Py,  Pz,  Pi  als  die  vier  Ausdrücke  [P^'lfe 
die  Komponenten  von  Vierervektoren  sein,  so  müssen  die  x^j^  die 
Komponenten  eines  Sechservektors  bilden;  denn  soll  wie  in  (103) 
A'-f  linear  durch  oc^p,  a^p,  a^p  ausgedrückt  werden,  so  sind  die 
Koeffizienten  der  letzteren  notwendigerweise  die  Unterdetermi- 
nanten zweiter  Ordnung  von  A.  —  Man  bestätigt  leicht,  daß  sich 
in  dem  skalaren  Produkt  der  Vierervektoren  P  und  \P%]  je 
zwei  Summanden  wegen  (90)  aufheben,  sodaß 

(P[PS])  =  0 (104) 

ist.    Das  Vektorprodukt  [P%]  steht  somit  auf  P  senkrecht. 
y)  Ein  Vierervektor  ist  ferner  das  Vektorprodukt 

P  =  [OWX] (105) 

aus  den  drei  Vierervektoren  O,    W  und  X,   dessen  Kompo- 
nenten 


P.  = 


^y^. 


Ol 


Wy    W,   ^l 
Xy      Xf      Xl 


Pl 


3r. 


^y 

Oz 

Wy 

w. 

Xy 

Xz 

(106) 


lauten   sollen.     Setzen   wir   nämlich  nach   (98)  [^X]  =  SS  und 
schreiben  wir  (106)  nach  (93)  in  die  Form: 


^. 


X,  Xl 


+  0, 


Xl   Xv 


^^   X    X 

y      z 

J*i)  usw., 


so  sieht  man,  daß 

iOWX\=  —  i[0  25*], 

d.  h.  gleich  dem  Vektorprodukt  aus  dem  Vierervektor  ( —  i  O) 
und  dem  Sechservektor  2?*  ist.  Darin  liegt  der  Beweis  der  Vektor- 
eigenschaft von  [O  W  X]. 

Das  Vektorprodukt  [O  W  X]  entspricht  in  mancher  Hinsicht 
dem  Vektorprodukt  [%  33]  aus  zwei  Raumvektoren  21  und  33. 
Deuten  wir  die  letzteren  als  Strecken,  so  stellt  [5133]  das  aus 
ihnen  gebildete  Parallelogramm  nach  Größe,  Lage  und  Umlauf s- 
ßinn  dar,  insofern  die  Komponenten  [%  33]a;  =  9lj/  33«  —  2tr  33y  usw. 
die  Parallelogramme  nach  Größe  und  Umlaufssinn  angeben,  welche 
man  durch  Projektion  des  ersteren  auf  die  Koordinatenebenen 
erhält.     Ebenso  ist  z.B.  [vgl.  (81)]: 
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P,=  ^yW,W^ '107) 

Xy    X^      Xft 

gleicli  dem  Inhalt  des  Parallelepipeds ,  welches  aus  den  Projek- 
tionen der  Vektoren  O,  W,  X  auf  den  ^^M-Eaum  gebildet  ist, 
und  welches  daher  die  Projektion  des  aus  den  Strecken  O  W X 
selbst  gebildeten  Parallelepipedes  darstellt.  Das  letztere  ist  dem- 
nach durch  Lage  und  Größe  der  geometrische  Repräsentant  des 
Vektorproduktes  [0  ^X].  Das  Vektorprodukt  P  steht  auf  den 
Vektoren,  aus  denen  es  gebildet  ist,  in  dem  obigen,  nichteuklidischen 
Sinne  senkrecht;  denn  berechnet  man  die  skalaren  Produkte  (P 0), 
{PW)  und  (PX),  so  wird  man  auf  vierreihige  Determinanten 
geführt,  in  denen  zwei  Zeilen  übereinstimmen,  so  daß  diese  Pro- 
dukte identisch  Null  sind.  Nun  gibt  es  aber  noch  zwei  derartige 
Richtungen,  welche  einander  entgegengesetzt  sind.  Ebenso  wie  man 
dem  Parallelogramm  aus  2t  und  5ß  einen  Umlaufssinn  geben  muß,  um 
[SC 33]  eindeutig  zu  definieren,  so  muß  man  hier  zu  dem  analogen 
Zweck  dem  Parallelepiped  einen  Schraubensinn  zuordnen.  Wir 
setzen  fest,  daß  P  zu  0,  W,  X  so  liegen  soll,  wie  die  t(-Achse 
zu  den  x-,  y-,  ^r-Achsen.  Da  wir  im  Räume  stets  Rechtssysteme 
als  Achsenkreuze  benutzen,  bedeutet  dies :  Es  sollen  die  Vektoren 
O,  W,  X  in  dieser  Reihenfolge  eine  Rechtsschraubung  um  P  dar- 
stellen. 

Da  man  einen  beliebigen  Raum  mit  beliebiger  Annäherung 
in  (hinreichend  kleine)  Parallelepipede  zerlegen  kann ,  so  können 
wir  jeden  dreidimensionalen  Raum  mit  Schraubensinn  als  einen 
Vierervektor  auffassen. 

Wie  unter  a  erwähnt,  ist  das  Vektorprodukt  2.^  =  ['P"X] 
nur  ein  spezieller  Sechservektor.  Da  man  aber  nach  (101)  den 
allgemeinen  Sechservektor  2Ö  als  Summe  aus  zwei  derartigen  Pro- 
dukten 85  und  S?i  darstellen  kann,  so  ist  das  Vektorprodukt 
—  i[02ö*]  =  —  t[CDS5*]  — /[^S*]  aufzufassen  als  vektorielle 
Summe  aus  zwei  Räumen  mit  Schraubensinn ,  d.  h.  ebenfalls  als 
ein  derartiges  dreidimensionales  Gebilde.  Da  man  —  i  SB*  =  ^ 
setzen  kann,  so  ist  hiermit  eine  geometrische  Darstellung  für  das 
Vektorprodukt  [P^]  gewonnen. 

Ö)  Aus  zwei  Sechservektoren.  Der  Vollständigkeit  halber 
erwähnen   wir  zum  Schluß   ein  Vektorprodukt   aus   zwei  Sechser- 
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Vektoren,  von  welchem  wir  jedoch  im  folgenden  keinen  Gebrauch 
machen  werden.  Denken  wir  uns  zunächst  die  Vektoren  f?  und  ® 
jeden  durch  eine  einzige  Fläche  dargestellt,  so  kann  es  vorkommen, 
daß  beide  in  demselben  dreidimensionalen  Raum  liegen.  In  diesem 
Raum  kann  man  jede  von  ihnen  nach  Größe  und  Ümlaufssinn 
durch  eine  Strecke  darstellen,  welche  auf  ihr  senkrecht  steht,  wie 
man  dies  stets  in  der  dreidimensionalen  Vektor theorie,  z.  B.  beim 
Vektorprodukt  [2133]  tut.  Diese  Strecken  bestimmen  nach  Größe, 
Lage  und  Umlaufssinn  ein  Parallelogramm,  welches  wiederum 
einen  Sechservektor  darstellt;  er  ist  das  Vektorprodukt  [§©]. 
In  dem  allgemeinen  Falle,  daß  sowohl  §  wie  (I9  durch  zwei  Flächen 
dargestellt  werden  müssen ,  hat  man  diese  Flächen  paarweise  so 
zusanamenzufassen ,  wie  je  zwei  in  einem  dreidimensionalen  Raum 
liegen.  Man  kommt  auf  dem  genannten  Wege  so  zu  vier  Vektor- 
produkten ,  deren  Summe  das  Vektorprodukt  [?J  6>]  bildet.  Für 
die  Komponenten  führen  wir  ohne  Beweis  als  Beispiel  die  Formel  an: 

§  12.    Vektorielle  Differentialoperationen. 

a)  Ist  ff  eine  skalare  Funktion  von  a;,  y,  z,  l,  so  geht  sie 
durch  die  Substitutionen  (XII)  über  in  eine  Funktion  der  Argu- 
mente 

«f  x'  +  a{p  y'  -\-  «W  z'  +  «W  V,      a(,2)  a;'  +  .  • ., 

Infolgedessen  ist 

dx'  —  "i    dx   ^^^    dl/   ^^"i     dz  ^^^    dl' 

d.h.  man  kann  im  Schema  (78)  Px  durch  ^,  P^'  durch  -5-^,  usw. 

ersetzen. 

dg)        dg)        dg)        dg) 
JI'     dj*     ö7'     'dl 

sind  somit  die  Komponenten  eines  Vierervektors,  den  man  als  den 
Gradienten  von  9  (i~^oc5  go)  bezeichnet.  Er  gibt  wie  der  drei- 
dimensionale Gradient  Richtung  und  Größe  des  stärksten  An- 
stieges der  Funktion  q)  an. 

b)  Man  kann  das  Ergebnis  von  a)  dahin  aussprechen,  daß 
die  Operationen 

Laue,  Kelativitätsprinzip.     4.  Aufl.  7 
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jL    A    A    A 

dx'     dy'      dz'      dl 
die   Komponenten    eines    symbolisclaen   Vierervektors    ^    bilden. 
Die  Divergenz  von  P 

ÖP,       dP„       dP.       dP,\ 

ö. -^a,       d.^  dl  \      ^   ^ 

dP^      dP„      dP,      dP,A  ^       ' 

== ?  j 1  J-  . -^  J "i 

dx     '    dy    '     dz    '    du  ] 

[vgl.  (55)  und  (81)]  ist  dann  dessen  skalares  Produkt  mit  dem 
Vierervektor  P.  Das  bedeutet  nur,  daß  der  rechnerische  Nach- 
weis der  Invarianz  dieses  Ausdruckes  genau  so  verläuft  wie  bei 
dem  Produkt  (P  Ö») 

c)  Buden  wir  aus  V  ^"^^  einem  Vektor  P  das  Vektorprodukt, 
so  finden  wir  einen  Sechservektor,  die  Rotation  von  P(9lotP), 
deren  Komponenten  nach  (99) 

d      d 


dp,        dp.        .  ,^  ^— 


j,l  =  x,y,z,J.    .  (109) 


Pj  Pu 
sind.   Den  dazu  dualen  Vektor  [vgl.  (93)]  bezeichnen  wir  als  'Sioi*  P. 

d)  Dem  Vektorprodukt  aus  dem  Vierervektor  \/  und  dem 
Sechservektor  {V  entspricht  die  „Divergenz"  von  3"»  ^^'^  %\  ^-^ 
diese  ist  ein  Vierervektor,  dessen  Ä;-Komponente  nach  (102)  lautet: 

^iv,ti  =  '-^  +  '-^  +  '-f-^  +  '^.k  =  .,,...l  .    .  (110) 

Wie  aus  der  Vektoreigenschaft  von  [P?^]  zwingend  ge- 
schlossen werden  kann,  daß  fy  ein  Sechservektor  ist,  so  auch  hier: 
Haben  wir  vier  Ausdrücke  von  der  Form  (HO),  die  sich  als  Kom- 
ponenten eines  Vierervektors  transformieren,  so  müssen  sich  die 
^jji  nach  dem  Schema  (91)  umrechnen.  —  Man  bestätigt  durch 
Einsetzen  der  Definitionen  (108),  (109)  und  (HO)  unmittelbar  die 
Eechniuigsregeln : 

Divi^iv^)  =  0 (111) 

Jiv  {dioi*  F)  =  0 (112) 

e)  Der  Laplacesche  Operator  in  vier  Dimensionen 

d'  d'     ,     z^     ,     d'  .,-„. 
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(„Delta")  entspricht  durchaiis  dem  Quadrat  des  symbolischen 
Vektors  V«  Er  ist  daher  eine  gegen  die  Lorentz- Transformation 
invariante  Operation ,  d.  h.  D  9?  ist  ein  Skalar ,  D  P  ein  Vierer- 
vektor.   Dies  zeigt  sich  auch  an  den  Rechnungsregeln : 

Biv  {TQad  cp)  =  Dg?     ......    (114) 

Jiv  {^oi  P)  —  rQccd  {Biv  P)  —  D  P,     .    .    .    (115) 

welche  man  ohne  Schwierigkeiten  rechnerisch  nachprüfen  kann. 
Wir  fügen  noch  hinzu: 

Dm; (9?  Y)  =  (p  Biv  Y  +  {Y,  FquÖ  cp)    .    .    .    (116) 

f)    Der  Gaußsche   Satz.       In    drei  Dimensionen   sagt  der 
G  au ß sehe  Satz  aus,  daß  j^ür  jeden  Raumvektor  21 


^div'ädS^  —^%Udö 


ist ,  wobei  rechts  über  die  ganze  Oberfläche  des  Integrations- 
bereiches  der  linken  Seite  zu  integrieren  und  unter  n  die  nach 
innen  weisende  Normale  von  dö  zu  verstehen  ist.  Ganz  analog 
lautet  dieser  Satz  für  vier  Dimensionen,  nämlich: 

JBivPdU  =  —jP^dS (117) 

Dabei  ist  d2J  ein  Element  dx.dy  dz  dl  des  vierdimensionalen 
Raumes,  dS  ein  Stück  seiner  dreidimensionalen  Begrenzung  und 
Pn  die  zu  dem  Räume  dS  senkrechte,  nach  innen  weisende  Kom- 
ponente von  P.  Der  Unterschied ,  daß  im  dreidimensionalen  d  S 
und  dö  stets  reell,  im  vierdimensionalen  aber  dZ!  stets  und  dS 
im  allgemeinen  imaginär  ist,  braucht  uns  nicht  zu  stören.  Die 
Identität,  welche  Gleichung  (117)  darstellt,  ist,  wenn  sie  fürs  Reelle 
gilt,  auch  im  Imaginären  richtig.  Darum  werden  wir  im  folgenden 
ganz  so  sprechen,  als  ob  Z  und  damit  d2  und  dS  reell  wären. 
Die  auf  S.  8  6  gegebene  Definition  für  das  Senkrechtstehen  zweier 
Richtungen  aufeinander  fordert  dann,  daß  wir  die  x-,  y-,  z-  und 
Z-Richtungen  als  im  gewöhnlichen  geometrischen  Sinne  aufeinander 
senkrecht  betrachten. 

Wir  beginnen  mit  dem  Nachweis,  daß  (117)  für  einen  un- 
endlich kleinen,  parallelepipedischen  Bereich  mit  den  Kanten  dx, 
dy,  dz,  dl  gilt.     In  diesem  Falle  sagt  sie  aus: 

dxdydsdl  BivP  = —^PndS.  .    .    .    .    (118) 

7* 
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Die  beiden  Seiten  von  der  Größe  dS  =  dy  de  äl,  welche  zur 
a^-Achse  senkrecht  sind,  liefern  nun  zum  Oberfläclienintegral  den 
Beiti'ag 

—  {{Px)x  —  {Px)x  +  dx)  dy  dzdl  =  -jj  dx  dy  dz  dl. 

Addieren  wir  dazu  die  Beiträge  der  drei  anderen  Seitenpaare,    so 

finden  wir  (118)  bestätigt. 

Ist  der  Integrationsbereicb  aber   endlich,  so  unterteilen  wir 

ihn    durch    (dreidimensionale)    zu    den   vier    Koordinatenräumen 

parallele    Zwischenwände    in    unendlich    viele ,    unendlich    kleine 

Parallelepipede  und  stellen  für  jedes  davon  Gleichung  (118)   auf. 

Durch  Summation  finden  wir  dann  links  \DivPdI^,  rechts  aber 

heben   sich   im   Flächenintegral    die   Anteile   der   Zwischenwände 

heraus.     Denn   jedes  Stück  davon  tritt  den  beiden  angrenzenden 

Parallelepipeden   entsprechend    zweimal   auf;    und   zwar   hat   die 

Normale  n  in  beiden  Fällen  entgegengesetzte  Richtungen,  also  Py 

entgegengesetzte  Vorzeichen.    Übrig  bleiben  nur  die  Beiträge  der 

Begrenzung   des   ganzen  Bereiches,   und  sie   ergeben   gerade  das 

Oberfiächenintegral  —  \  Pnd2j.    Vorausgesetzt  ist  dabei  lediglich, 

daß   der   Vektor  P  im   Integrationsbereich   überall    endlich    und 

stetig  ist. 

Setzt  man 

P  =  —  Fqad  (p, 

so  folgt  aus  dem  Gauß sehen  Satze  nach  (114): 

jng)(Z2:  =  -j||dS    .....    (119) 

g)  Umrechnung  von  9tot  P  auf  hyperbolische  Koordi- 
naten*). Wir  deuten  für  den  Augenblick  x,  1,  y  als  reelle,  recht- 
winkelige Koordinaten  in  drei  Dimensionen.  Die  x-,  l-,  ^-Kompo- 
nente des  Vektors  rot  %  sind  dann  gleich 

d^_d%       d^_d_%       15_^^. 
dl         dy  ^      dy         dx  '      dx         dl 

Führt  man  statt  x  und  l  nun  die  Polarkoordinaten  JS,  g)  durch  die 
Substitutionen 

x  =  Ecos(p,     l  =  Bsinq)      .    .    .    .    (120) 

*)  Die  Betrachtungen  von  g)  werden  erst  in  §  20  gebraucht  und 
können  vom  Leser  vorläufig  übergangen  werden. 
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ein ,  so  sind  die  Richtungen  der  wachsenden  M  und  cp  in  einem 
heliebigen  Punkt  P  identisch  mit  den  Eichtungen  der  x'~  und 
i'-Achse  eines  Systems,  welches  gegen  das  ursprüngliche  um  den 
Winkel  cp  gedreht  ist,  so  daß 

%s.  =  '^x  cos  cp  -{-%  sin  cp  %  =  —%x  sin  cp  -^%  cos  cp  (121) 
sind.  Daraus  folgt  dann  bekanntlich,  daß  die  Komponenten  von 
r'Ot%  nach  jR,  cp,  y  die  Werte  haben: 

B   0(p  öy 


(122) 


R\     dB  d 

Nun  legen  wir  den  Bezeichnungen  x,  l,  y  wieder  die  frühere 
Bedeutung  bei.  Die  Substitutionen  (120)  führen  dann  avii  die 
„hyperbolischen"  Koordinaten  JR,  cp,  so  genannt,  weil  H  =  const 
die  Gleichung  einer  Hj^erbel  x^  —  u^  =  const  ist.  Nur  ist  gj  wie 
J  rein  imaginär ,  wenn  wir  H  als  reell  voraussetzen ,  die  Betrach- 
tung also  auf  Punkte  beschränken ,  für  die  R^  =  x^  —  «^  \.  o 
ist.  Dennoch  sind  auch  hier  die  Eichtungen  der  wachsenden 
R  und  (p  in  einem  beliebigen  Punkte  P  identisch  mit  den  Rich- 
tungen der  x'-  und  T-Achse  eines  Systems  K',  das  im  Sinne  von 
§  9  um  den  imaginären  Winkel  cp  gegen  das  System  K  gedreht 
ist.  Denn  ziehen  wir  durch  P  die  Hyperbel  a;^  —  u^  =  R^,  so 
gibt  ihre  Tangente  die  Richtung  an,  in  der  bei  konstantem  R  der 

Winkel  q)  wie  Z'  imaginär  wächst,  während  OF  offenbar  die 
a;' -Achse  ist.  Abgesehen  davon  können  wir  uns  wie  unter  f) 
darauf  berufen,  daß  die  Gültigkeit  solcher  Ümrechnungsformeln 
nicht  aufhören  kann ,  wenn  wir  l  imaginär  werden  lassen.  In- 
folgedessen setzen  wir  für  die  Komponente  eines  Vierervektors  P 
die  zu  (121)  analogen  Gleichungen  an: 

Ps  =  Px  cos  cp  -h  Pi  sin  cp    P^  =z  —  P^  sin  cp  -\-  Picoscp     (123) 

Nun  sind  nach  (109)  die  ly-,  yx-,  rcZ-Komponenten  von  91otP 
unmittelbar  die  Komponenten  von  rot  %  nach  x,  1,  y,  wenn  man  % 
als  die  Projektion  von  P  auf  den  icZ^Z-Raum  auffaßt,  also 

Px   =   5lx,       Py   =   %y,       Pl   =   %U 
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also  auch  Ps  =  %r,     P^  =  2(^ 

setzt.     Die  Anwendung  der  Gleichungen  (122)  lehrt  dann,  daß 

dP„ 


^Ot^y  ^  —  _B    d<p         dy 
dP^       dPy 

Je 


ffiot^j>P  =  -^  — 


iyR 


dy 


9i.t.,P=l(M^> 


«^^7?    \ 


(124) 


dB  d(p  ) 

iat.     Es  versteht  sich  von  selbst,    daß  zu  den  beiden  ersteren  die 
Analoga 


bestehen,  während 
bleibt. 


1  dPz 
R  d(p 


dPn 


diOty,  P 


m,t.^p='-§f- 

dPz 
du  ' 

dPz           dPy 

dy        dz 

(125)     i 
(126) 


§  13.     Symmetrische  Welttensoren. 

Als  symmetrischen  Weltteusor  bezeichnen   wir   den  Inbegriff 
von  16  Komponenten 


J-xx 

■'-xy 

T,z 

T^i 

Tyx 

Tyy 

Ty^ 

Tyl 

T.x 

T.y 

Tz, 

Tzi 

Tl. 

Tly 

Tiz 

Tu 

(127) 


(128) 


mit  den  sechs  Symmetriebedingungen 

Tjk  =  Tuj, 

wenn   sie   sich  wie   die  Quadrate  und  binären  Produkte  aus  den 
Koordinaten  transformieren;  d.  h.  in  Formeln: 

+  2  { <)«(«  T^i,  -f  <)««  Ty,v  +  4M^  T^v 
+      a^i^a<i)  Ty,,  -h  «(3^)««  T,.,  +  <M)  T^y  \ 
Txy  =  o^^l-^o<.fT,,^  +  (^iiyafTy>y,  +  afafT,.z'^afafTvv 
+  («(Daf  +  afuf)T,n'  +  (4^>«f  +  a^l^af)Ty,v 
+  {afaf  +  a^Paf)T,v  +  {<^af  +  a<.^af)Ty., 
+  («<>f  +  <«f  )T....  -h  «>«?>  +  <>«f  )2Vy 


^(129) 
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Aus  einem  Vierervektor  0  kann  man  solche  Ausdrücke  ge- 
winnen, wenn  man  das  Tensorprodukt 

T=  [[^^]],  d.  h.  Tju  =  0J0U    j,  Ti  =  x,y,z,l  .   (130) 

einführt.  Aber  man  kann  auch  beliebig  viele  derartige  Tensor- 
produkte eines  Vektors  mit  sich  selbst  addieren ,  ohne  daß  die 
Tensornatur  verloren  geht.  Daraus  folgt  sofort,  daß  für  beliebige 
Werte  der  Koordinaten  die  Summe 

invariant  ist.  Denn  setzen  wir  darin  die  Werte  (130)  ein,  so  wird 
sie  gleich  dem  Quadrat  der  Invariante  (x  3>a:  -f  2/  ^y  +  -^  ^*  "f  ^  ^0; 
sonst,  wenn  man  T  als  Summe  mehrerer  Produkte  dieser  Art  dar- 
stellt, zerfällt  sie  in  eine  Summe  solcher  Quadrate. 

Setzen  wir  die  Summe  (130  a)  konstant,  so  ist  damit  dem 
Tensor  ein  dreidimensionaler  Mittelpunktsraum  zweiten  Grades 
zugeordnet.  Er  hat  bekanntlich  vier  zueinander  senkrechte  Haupt- 
achsen, deren  Längen  T§§,  Trj-^,  T^^,  T/.x  sein  mögen.  Wählt 
man  sie  zu  Koordinatenachsen  |,  r],  ^,  X,  so  nimmt  die  Gleichung 
dieses  Raumes  die  Gestalt 

an.  Um  die  Hauptachsen  zu  finden,  hat  man  zu  fragen,  in 
welchen  Punkten  des  Raumes  der  Abstand  yx^  -f*  2/^  ~h  ^^r^  -j-  P 
vom  Mittelpunkt  ein  Extremum  hat.  Nach  der  Methode  des  La- 
grangeschen Multiplikators  behandelt  man  diese  Frage  so,  daß 
man  die  Difierentialquotienten  von 

T,,x^  -h  Tyyy^  -h ii{x^^y^-Yz^-^l^) 

nach  x,  y,  z^  l  einzeln  gleich  Null  setzt.  (Dabei  sind  die  Tj^ 
natürliche  Konstanten.)     Das  führt  zu  den  Gleichungen 

i.Txx  —  [^)x-\-T:cyy^-T^zZ-^T^il  =  0     usw., 

welche  nur  dann  erfüllt  sein  können ,  ohne  daß  die  Koordinatec 
alle  Null  sind,  wenn  die  Determinante 

J-xx        ft      J-xy  J-xt  J-xl 

Tyx  Tyy  fi        Tyi  Tyl 

Ifx  -t-zy  ■'■zz  f'      J-zl 

Tix  Tiy.  Tii  Tu  — fi 


J  = 


=  0 
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ist.  Dies  ist  eine  Gleichung  zur  Ermittelung  von  fl,  welche  bei 
Zugrundelegung  des  Hauptachsensystems  ohne  weiteres  in 

tibergeht.  Ihre  Wurzeln  sind  also  die  Hauptachsen  selbst.  Diese 
sind  aber  vom  Bezugssystem  unabhängig;  ordnen  wir  also  die 
Gleichung  nach  Potenzen  von  fi,  so  müssen  die  Koeffizienten 
Invarianten  der  Lorentz -Transformation  sein.  So  finden  wir 
vier  Skalare;   nämlich   die    vier  symmetrischen   Grundfunktionen: 

Jl  =  Txx  +  Tyy  -\-  T:z  -\-  Tu    =   T§^  4-  Trjt,  +  T^5  -f-  Txx 

Ja  =  T§^Tyjn-^TgsT^^-^T^§Txx-\-Tr,r,T^^-\-TrjnTxx-{-T^5Txx 
/g  =  Tr,^  T^^  Txx  +  T^^  Tx>.  T^s  +  ^aa  T§^  T^7j-\-  T^g  T.^r,  T^s 

'h~  T^^TrjrjT^^Txx 

Stellt  man  den  Tensor  durch  ein  Tensorprodukt     [0^]     dar. 

so  kann  man  eine  Hauptachse,  etwa  die  |-Achse,  in  die  Richtung 
des  Vektors  O  verlegen,  dann  sieht  man,  daß  T^^,  T^^,  Txx  gleich 
Null  sind.  Also  verschwinden  c/g)  ^^3?  <^4-  Setzt  man  noch  ein 
zweites  Tensorprodukt  aus  dem  nicht  in  die  Richtung  von  0  oder 
in  die  entgegengesetzte  fallenden  Vektor  W  hinzu,  so  kann  man 
die  Ebene  beider  Vektoren  zur  Ir^- Ebene  machen.  Dann  ver- 
schwinden immer  noch  T^^  und  TxX)  deswegen  auch  Jg  und  J^. 
Das  Hinzunehmen  eines  dritten  Vektors  bringt,  sofern  er  nicht 
in  der  Ebene  der  beiden  ersten  liegt,  ein  von  Null  verschiedenes 
Jg  hervor,  weil  man  den  Raum  der  drei  Vektoren  zu  einem  Ko- 
ordinatenraum machen  kann.  Und  wenn  man  schließlich  noch 
einen  vierten,  nicht  in  diesem  Raum  liegenden  Vektor  zu  Hilfe 
nimmt,  erhält  man  vier  von  Null  verschiedene  Hauptachsen,  somit 
auch  vier  nicht  verschwindende  Invarianten.  Man  kann  also 
den  allgemeinsten  symmetrischen  Ten  sor  durch  die 
Tensorprodukte  von  vier  nicht  dem  gleichen  drei- 
dimensionalen Raum  angehörenden  Vektoren  dar- 
stellen. 

Dieser  aus  der  Invarianz  der  Summe  (130  a)  erschlossene  Satz 
beweist  uns,  daß  man  diese  Invarianz  geradezu  als  Definition  des 
Tehsors  hinstellen  kann.  Denn  die  Komponenten  des  Tensor- 
produktes [0  0]  transformieren  eich  gewiß  wie  die  Quadrate 
und  Produkte  der  Koordinaten. 
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Die  Produkte 
^ic  =  TuccP^+Tj,yPy-\-Tj,,P,-}-TkiPi      (7c  —  x,y,e,l)    (130b) 
sind  die  Komponenten   eines  Vektors.     Man   beweist   dies,  indem 
man    T  in    der   angegebenen   Art  durch  vier  Vektoren   darstellt 
Dasselbe  gilt  von  den  vier  Ausdrücken 

^^^^-^  ~  dx  +  dy  +~ö7^  +  "ör'   ■  ^^^^) 

weil  nach  §  12b  die  Operationen  j->  •  •  •  einen  symbolischen  Vektor 
bilden.     Den  letzten  Vektor  nennen   wir  die  Divergenz  von  T. 

Eine  andere  Art,  aus  einem  Vierervektor  einen  Tensor  zu 
machen,  gibt  der  Ausatz 

T^x  =  Tyy  =  T,,  =  Tu  =  0^,  T^y  usw.  ==  0  .  (131  a) 
Der  ihm  zugehörige  Raum  zweiten  Grades  ist  eine  dreidimensionale 
Kugel.  Schon  daraus  sieht  man,  daß  dieser  Ansatz  in  allen  Ko- 
ordinatensystemen gilt. 

Aus  einem  Sechservektor  ^  läßt  sich  ein  Tensorprodukt 
1  [15  iJ]  bilden ,  dessen  Komponenten  durch  die  Gleichung  be- 
stimmt sind: 

TjU  =  {%j.%l..-\-^j,%ky  +  %j.%lcz-\'^jl%u)-\8jlc^^    (132) 

Die  öj-k  sind  0,  wenn  j  und  li  verschieden  sind,  sonst  gleich  eins. 
Sie  bilden  selbst  einen  Tensor,  da  die  Summe  (130a), für  sie  in 
die  Invariante  a;^  -|_  ^^2  _|_  ^2  _j_  p  übergeht.  Dieselbe  Summe  aber, 
gebildet  an  der  Klammer  in  (132),  ist  gleich 

{y^.rj  -h  ^%.z  -^l%.iy  +  {X%y,  +  Z%yz-\-  l^ylY  -\-  ■  • ' 

d.  h.   dem  absoluten  Wert  eines  Vierervektors;   denn  x,  y,  z,   l 
bilden  einen  Vierervektor  und  dessen  vektorielles  Produkt  mit  '^ 
hat  nach  (102)   die  Komponenten  x^j,^^  y^j^y -\-  z%j,^-\-l%^^. 
Das  Kennzeichen  eines  Tensors  trifft  also  hier  zu. 
Wir  berechnen  die  Divergenz 
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Die  Differentiation  der  einmal  unterstrichenen  Summanden  und 
ihre  Addition  ergibt:  — ^ry^iVy^,  die  zweimal  unterstrichenen 
ergeben  bei  derselben  Operation:  -\-  i^xy^ i'^y%*-  Damit  ist 
aber  gerade  ein  Drittel  aller  nach  der  Differentiation  auftretenden 
Summanden  verbraucht.  Faßt  man  alle  zusammen,  so  findet  man 
einfach : 

^iv[[^^]'\=[^iv%*,^*]-[zliv^,^].   .    (133) 


Die  Vektor-  und  Tensoranalysis  für  die  „Welt"  läßt  sich 
noch  erheblich  weiter  ausbauen.  Außer  dem  Integralsatz  von 
Gauß  läßt  sich  z.  B.  der  von  Stokes  übertragen,  und  der  ver- 
mehrten Zahl  der  Dimensionen  entsprechend  gibt  es  noch  andere 
Integralsätze  für  Vektoren  (vgl.  die  im  Anhang  erwähnten  Arbeiten 
von  Sommerfeld).  Von  unsymmetrischen  Tensoren  zweiten 
Ranges,  sowie  Tensoren  höheren  Ranges  und  ihrer  Systematik 
handelt  eine  Untersuchung  von  Kafka  ^).  Wir  können  jedoch 
in  diesem  Buche  auf  alle  weiteren  Hilfsmittel  verzichten.  Erst 
im  zweiten  Bande,  bei  der  allgemeinen  Relativitätstheorie,  weiden 
wir  diese  Untersuchungen  nochmals  aufnehmen  müssen. 
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V.  Die  Elektrodynamik  des  leeren  Ranmes 
nach  dem  Relativitätsprinzip. 

§  14.    Die  Transformation  des  elektromagnetischen  Feldes 
im  leeren  Räume. 

Wir  haben  im  Abschnitt  HI  die  Lorentz-Transformation 
aus  der  Forderung  der  Unveränderlichkeit  der  Wellengleichung 
(22)  abgeleitet.  Das  Relativitätsprinzip  behauptet,  daß  alle  Natur- 
gesetze ihre  Form  dabei  behalten.  Wir  machen  •^-ine  erste  Probe 
darauf,  indem  wir  untersuchen,  ob  die  Grundgleichungen  (la)  bis 
(IV  a)  der  Elektron entheorie  bei  passender  Transformation  der 
Feldstärken  @  und  §  in  allen  Systemen  die  gleiche  Gestalt  haben. 
Der  Nachweis  ihrer  Invarianz  ist  erbracht ,  wenn  es  gelingt ,  sie 
in  eine  vierdimensional-vektorieile  Form  zu  kleiden.  Dies  ist  trotz 
des  Zusammenhanges  zwischen  der  Wellengleichung  (22)  und  den 
Gleichungen  (la)  usw.  keineswegs  nur  eine  Scheinprobe,  da  zwar 
die  WeUengleichung  aus  ihnen,  nicht  aber  umgekehrt  diese  aus 
jener  abzuleiten  sind. 

Den  Ausgangspunkt  bildet  die  Transformation  der  Ladung  e 
eines  Elektrons  oder  eines  Teiles  von  ihm.  Beschleunigen  wir 
ein  solches  vom  Ruhezustand  im  berechtigten  System  JE^  auf  die 
Geschwindigkeit  q,  so  gerät  es  dabei  in  den  Ruhezustand,  bezogen 
auf  ein  anderes  berechtigtes  System  K'.  Wegen  der  Gleichwertig- 
keit beider  muß  nach  dieser  Beschleunigung  die  Ladung  e'  bezogen 
auf  IL'  denselben  Wert  haben,  welchen  sie  vor  der  Beschleuni- 
gung im  System  K  hatte.  Nach  §  5  [Gleichung  (24)]  ist  aber  e 
bezogen  auf  JS.  unveränderlich. 

Daher  gilt  stets: 

e  =  e' (134) 

Die  Elektrizitätsmenge  bleibt  bei  der  Lorentz-Trans- 
formation unverändert.  (Dasselbe  gut  natürlich  für  jedes 
Bestimmungsstück  für  den  Zustand  eines  Körpers,  welches  bezogen 
auf  ein  und  dasselbe  berechtigte  System  durch  die  Geschwindig- 
keit nicht  verändert  wird.) 

Die  Dichte  q  ist  der  Quotient  aus  der  Ladung  und  ihrem 
Volumen ;  infolgedessen   transformiert  sie  sich  wie  der  reziproke 
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Wert  des  Volumens,    oder   da   nach   (31) 


invariant  ist, 


fc 


wie  j/c^  —  g2  Ersetzt   man   daher  in   den  Werten,   welche  in 

(83)  für  die  Komponenten  der  Vierergeschwindigkeit  Y  angegeben 
sind,  den  Nenner  yc^ — q^  durch  den  Faktor  QJc  im  Zähler,  so 
muß  man  wiederum  zu  einem  Vierervektor  gelangen;  dieser,  der 
„Viererstrom"  P,  hat  die  Komponenten 

F.  =  ^,  Py  =  ~,  ^'  =  -T^  Pi  =  iQ.  (135) 
Für  den  Fall  der  speziellen  Tranformation  (XI)  ergibt  sich  daraus 
nach  (78)  und  (71),  daß 


pqx 


Vi -^2' 


1  +  4 


QOz  =  Q'q, 


Q  =  Q 


(136) 


ist.  Der  Viererstrom  fällt  in  der  Richtung  mit  der  Weltlinie  der 
Ladung  zusaromen,  ist  also  zeitartig.     Setzt  man 

P==  por, (136a) 

so  wird  danach  Q°  ein  Skalar,  und  zwar  die  Ruhdichte  der  Elek- 
trizität wie  man  bei  Anwendung  von  (135)  und  (136  ä)  auf  das 
Ruhsystem  des  Ladungsträgers  sieht. 

Die  Grundgleichungen  (IIa)  und  (ITEa)  kann  man  folgender- 
maßen schreiben: 


+ 


d^z 


+ 


dx 


d^z         d^y       diQx 1 

c 
1 
c 
1 
c 


'y 


dy 


dz 
"•"    dz 


dl 
di(Sy 

dl    ' 
dJQz 

dl 


,    dlQx    ,    di^y 
~^'^^^^~dyr 


+ 


di^z 


=  tQ 


(137) 


dx  ^^  dy  ^^  dz 
Die  linken  Seiten  haben  die  Gestalt  der  Komponenten  der  Di- 
vergenz eines  Sechservektors  [vgl.  (110)],  die  rechten  bilden  die 
Komponenten  eines  Vierervektors.  Sollen  die  Gleichungen  (137) 
gegen  die  Lorentz-Transformation  invariant  sein,  so  müssen 
nach  §  12,  d)  notwendigerweise  die  sechs  Größen; 

m^r  =  -  i  (5^,  myi=—i  dy,  mz 


(138) 
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die  Komponeuten  eines  Sechservektors,  des  „Feldvektors"  351 
bilden;  dessen  absoluter  Wert  [vgl.  (96)] 

\m\=  V-^'  —  ^2 (139) 

und  das  skalare  Produkt  [vgl.  (97)] 

(«»läR*)  =  -2i((g0) (140) 

sind  Invarianten.    Die  Gleichungen  (137)  nehmen  dann  die  Form 

^ivwi  =  P (xm) 

an. 

Durch  (91)  ist  nach  (138)  die  Transformation  für  (S  und  § 
festgelegt.  Sollen  alle  Gleichungen  (la)  bis  (IV a)  gegen  die 
Lorentz-Transformation  vermöge  dieser  Transformation  invariant 
sein,  so  müssen  auch  die  bisher  nicht  benutzten  Formeln  (la) 
und  (IV  a)  durch  die  Einführung  des  Sechservektors  SÖZ  nach  (138) 
eine  vierdimensional  -  vektorielle  Gestalt  annehmen.  In  der  Tat 
lassen  sie  sich  zusammenfassen  in: 

z/ivm*  =  0; (XIV) 

denn  sie  lassen  sich  schreiben : 

di^z    .   di^y       dbx _ 

■   di  @i  diM^      d^y 

'^   dx  dz    '^  dl    -~  " 

di^y   .   di^x  .   d^x 

dx  ^  dy  ■+■  dZ   —  " 

Tx  ~dy        117  ^' 

und  nach  (93)  und  (138)  ist: 

m*,  =  -i(ix,  m*x  —  -iQy,mty  =  -i(Ej'  '  ^^^^*^ 

Damit  ist  der  Beweis  der  Invarianz  der  Feldgleichungen 
(la)  bis  (IV a)  gegen  die  Lorentz-Transformation  ge- 
liefert. 

Die  aus  (91)  und  (138)  folgenden  Transformationsformeln 
für  die  Feldstärken  @  und  ^  wollen  wir  für  den  speziellen  Fall 
der  Transformation  (XI),  daß  nämlich  die  x'-  und  a;- Achse  beide 
der  Eelativgeschwindigkeit   ö   des  Systems   K'  gegen  K  parallel 
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sind,  hinschreiben*).    In  diesem  Falle  treten  die  Gleichungen  (92) 
in  Kraft :  also  : 


@a:  =  @i  ^x  =  ^'x 

_  %^ß^',         _  %-ßK 


('141) 


Die  Zerlegung  des  elektromagnetischen  Feldes  in  einen 
elektrischen  und  einen  magnetischen  Anteil  hat  danach 
nur  relative  Bedeutung;  für  jedes  berechtigte  System  ist  sie 
anders  vorzunehmen.  Z.  B.  sind  Felder,  welche  von  einem  System 
aus  betrachtet  rein  elektrisch  oder  rein  magnetisch  sind,  für  alle 
anderen  Systeme  gemischter  Natur.  Der  physikalische  Grund 
dafür  ist,  daß  man  bei  Untersuchung  eines  elektromagnetischen 
Feldes  mit  elektrisch  geladenen  Probekörpern  und  Magnetnadeln 
deren  Bewegungszustand  mit  in  Betracht  ziehen  muß ;  der  letztere 
aber  wird  von  verschiedenen  Systemen  aus  natürlich  verschieden 
beurteilt. 

Ist  im  gestrichenen  System  ein  rein  magnetisches  Feld  §' 
vorhanden,  so  bedeutet  dies  für  einen  im  ungestrichenen  ruhen- 
den, also  gegen  das  gestrichene  mit  der  Geschwindigkeit  C)'=  —  Ö 
bewegten  Körper  in  seinem  Ruhsystem  ein  elektrisches  Feld,  das 
nach  (141)  nach  Größe  und  Richtung  durch 

@x  =  0,     (Sy  =   yi  —  ß^'     ^2  —  —  y^_^a» 

oder  g  =  1  4^'«'^ 


c   ^  r.n 


gegeben  ist.    Darin  liegt  die  Erklärung  des  Wien  sehen  Versuches 
(§  2) ;  zum  Nachweis  des  Faktors  — .  reicht  dessen  Genauig- 

keit  nicht  annähernd  aus. 


*)  Bei  der  Transformation  (XI)  fallen  die  Eichtungen  von  x' 
und  X ,  y'  und  y ,  z'  und  z  zusammen ,  so  daß  man  statt  G^/,  6^  usw. 
schreiben  kann.  Bei  der  allgemeinen  Transformation  (XU)  wäre  da- 
gegen zwischen  den  Indices  x'  und  X  zu  unterscheiden. 
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Um  die  Einfachheit  der  vierdimensionalen  Vektorrechnung 
hervortreten  zu  lassen,  wollen  wir  aus  der  Gleichung  (XTTT)  das 
Gesetz  von  der  Erhaltung  der  Elektrizitätsmenge  ahleiten,  obwohl 
diese  Ableitung  gegenüber  den  Betrachtungen  von  §  5  sachlich 
nichts  Neues  bietet.  Nach  der  Rechnungsregel  (111)  folgt  aus 
(Xni)  unmittelbar 

DivP  =  Div^ivm  =  0 (141a) 

und  dies  ist  die  vierdimensionale  Schreibweise  der  Kontinuitäts- 
gleichung (23).  Denn  sie  sagt  nach  (108)  und  (135)  unmittel- 
bar aus: 

Ein  materielles  Volumenelement  Ö  V  ist  nun  in  der  Welt  durch 
eine  Weltröhre  dargestellt,  welche  aus  der  Gesamtheit  der  Welt- 
linien der  Punkte  von  d  V  besteht.  Aus  dieser  Weltröhre  schneiden 
wir  durch  zwei  ebene,  zu  beliebigen  zeitartigen  Richtungen  senk- 
rechte (dreidimensionale)  Querschnitte  einen  gewissen  Bereich  aus 
und  wenden  auf  ihn  den  Gaußschen  Satz  (117)  an,  welcher  hier 

—JDioPdE  =  ^PndS  =  0    .    .    .    .    (142) 

ergibt.  Dies  Oberflächenintegral  setzt  sich  zusammen  aus  dem 
Anteil  des  Röhrenmantels  —  dieser  ist  aber  Null,  weil  P  die 
Richtung  der  Weltlinien  hat,  somit  P„  =  0  ist  —  und  aus  dem 
Anteil  der  beiden  Querschnitte.  Um  ihn  für  den  ersten  Quer- 
schnitt zu  berechnen ,  wählen  wir  als  Bezugssystem  dasjenige, 
dessen  Zeitachse  zu  ihm  senkrecht  ist.     Dann  wird 

P„  =  Pl  =  iQ^      jPr,dS  =  iJQdS=  iQÖV. 

Für  den  zweiten  verfahren  wir  analog  und  finden  bis  auf  das 
Vorzeichen  auch  dasselbe  Resultat.  Das  Vorzeichen  ist  aber  ver- 
schieden, weil  Jetzt  die  in  das  Innere  hinweisende  Normale  n  zur 
negativen  Zeitachse  parallel,  also  Pf,  =  — Pv  =  — iQ'  wird. 
Gleichung  (142)  sagt  somit  aus:  q8V=  q'ÖV',  d.h.  daß  die 
Elektrizitätsmenge ,  welche  in  d  F"  enthalten  ist,  für  alle  Zeiten 
und  alle  Bezugssysteme  den  gleichen  Wert  hat.  Sie  vereinigt  die 
Gesetze  von  der  Konstanz  und  von  der  Invarianz  der  Elektrizitäts- 
menge. 
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§  15.    Die  Transformation  der  Kraftdichte,  Energie- 
und  Impulssatz. 

a)  Die  Viererkraft.     Die   Dichte   der   ponderomotorischen 
Kraft  ist  nach  (IX  a): 

g=p(@-f  l[qCl]) (IXa) 

Auch  diese  Gleichung  soll  in  jedem  berechtigten  Bezugssystem 
gelten.  Die  Transformation  der  Feldstärken  (S  und  §,  sowie  die 
der  Dichte  Q  und  der  Geschwindigkeit  q  kennen  wir.  Wir  können 
also  hieraus  die  Transformationsformeln  für  §  ableiten:  Von  dem 
Vektorprodukt  [PWl]  lautet  nach  (102),  (135)  und  (138)  die 
«^Komponente : 

es  sin3  daher  die  räumlichen  Komponenten : 

[pm],  =  g..  [pm]y  =  ^y,  [pmi  =  %  .  -.  (us) 

dagegen  wird  die  vierte,  zeitliche  Komponente  unter  Berück- 
sichtigung von  Eechnungsregel  y. 

[P3K],  =  P.9Jlu  +  i'.9)l,,  +  P.3K,.  =  ^(q(g)  =  ^(qg)  (144) 

Die  „Viererkraft"*) 

:f  =  [PW\ (145) 

stellt  also  in  ihren  drei  räumlichen  Komponenten  die  Kraftdichte 
%,  in  ihrer  w-Komponente  dagegen  die  Leistung  der  Kraftdichte 
dividiert  durch  c  dar;  dies  gilt  in  allen  berechtigten  Bezugs- 
systemen. Die  Vektoreigenschaft  von  F  regelt  somit  das 
Verhalten  der  Kraftdichte  g  bei  einer  Lorentz-Trans- 
formation.      Aus    der  Rechnungsregel  (104)  folgt: 

(PF)  =  {P[Pm])  =  0 (146) 

Die  Viererkraft  steht  also  auf  dem  Viererstrom  und  damit  auf  der 
Weltlinie  der  Ladung  senkrecht,  sie  ist  daher  ein  raumartiger 
Vektor  [vgl.  §  10  a)]. 


*)  F  soll  das  griechische  Digamma  sein. 
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Aus    der   Vektoreigenschaft    von   F   folgt   für   die   spezielle 
Ti-ansformation  (XI)  nach  (71)  und  (78): 


gx  = 


^%+|-(q'r) 


^y  =  %y,     %,  =  %; 


Für  die  Gesamtkraft 


yr 


(147) 


^  =  j^dV (148) 

welche   auf  ein   System   gegeneinander   ruhender   Ladungen   aus- 
geübt wird*),  gehen  daraus  wegen 

&r'  c-  +  i;  q;. 

[nach  (36)]  die  Formeln  hervor: 


(149) 


und  für  ihre  Leistung: 


f.&,-    (q^^  +  ^<    _(q^  +  b,.R) 


1  + 


v% 


(150) 


1  + 


Die  Gesamtkraft  ^  hat  nach  (148)  nicht  die  Eigenschaft,  sich  zu 
einem  vierdimensionalen  Vektor  ergänzen  zu  lassen,  weil  ^F  keine 
Invariante  der  Transformation  ist.  [Vgl.  Abschn.  VTI,  §  26, b)]. 
Bei  der  Anwendung  der  Formeln  (149)  und  (150)  ist  aber  die 
folgende  Einschränkung  zu  beachten:  Die  Integration  in  (148) 
ist  für  denselben  Zeitpunkt  t  zu  vollziehen.  Stellen  in  Fig.  9  die 
parallelen  Geraden  Xi  Xi  und  Xg  X2  die  Weltlinien  der  Endpunkte 
eines  Stabes  dar,  so  findet  man  die  Kraft  ^  im  System  K  durch 
Integration  längs   einer  zu  X^  X2  parallelen  Geraden  von  ihrem 


*)  "Wenn  q'  bei  der  Inte^ation  nicht  als  konstant  zu  betraohtea 
ist,  so  gelten  die  Gleichungen  (149)  und  (150)  offenbar  nicht. 
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Schnitt  mit  Xj  Xi  bis  zu  dem  mit  X2X2  (z.  B.  AB),  dagegen  be- 
zieht sich  Ä'  im  System  K'  auf  eine  Parallele  zu  ZiZ2  (z.  B,  A'B'). 
Im  allgemeinen,  wenn  die  Viererkraft  F  eine  beliebige  Funktion 
der  Weltpunkte  ist,  besteht  demnach  überhaupt  keine  Beziehung 
zwischen  Ä  und  Ä'.  Nur  im 
stationären    Falle,    wenn    sich  ^^' 

der  Zustand  in  einem  mate- 
riellen Punkte  nicht  ändert, 
d.  h.  wenn  F  auf  den  (zu  X-^  X{ 
parallelen)  Weltlinien  der  letz- 
teren konstant  bleibt,  gelten 
die  Transformationen  (149) 
und  (150)  streng;  angenähert 
auch  dann,  wenn  man  über 
zwei  sich  schneidende  Quer- 
schnitte (wie  AB  und  A'B') 
integriert,  und  F  sich  auf 
Strecken  von  der  Größenordnung  von  AA'  und  BB'  nur  unmerk- 
lich ändert.  Natürlich  gut  diese  Einschränkung  auch  für  die 
Transformation  mancher  anderen  Größen,  z.  B.  läßt  sich  Glei- 
chung (31)  im  allgemeinen  nur  auf  unendlich  kleine  Volumelemente, 
nicht  aljer  auf  endliche  Volumina  anwenden.  Allgemeingültige 
Transformationsformeln  lassen  sich  stets  nur  für  Größen  aufstellen, 
die  sich  auf  einen  bestimmten  Raum-  und  Zeitpunkt  (Weltpunkt) 
beziehen. 

b)  Der  Welttensor  T.  Wir  erwähnten  in  §  5,  daß  der 
Kraftansatz  (IX  a)  von  dem  Ausdruck  der  Energiedichte  (Villa) 
des  Energieprinzips  wegen  nicht  unabhängig  ist.  Wir  wollen 
jetzt  zeigen,  daß  dies  Prinzip  erfüllt  ist,  und  fassen  zu  diesem 
Zweck  den  Welttensor 

T=  [imm]]   ...-.,.  (XV) 

(vgl.  §  13)   ins   Auge.     Daß   die  Viererkraft  mit  ihm   durch   die 

Gleichung  F=-^ivT /(XVI) 

verbunden  ist,  geht  nach  der  Eechnungsregel  (133)  aus  den  Feld- 
gleichungen (Xin)  und  (XIV)  unter  Berücksichtigung  von  (145) 


hervor,  da  aus  ihnen 
folgt. 


—  z/«v  T  =  {FW\ 
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Wir  steüeii  zunächst  die  Werte  der  Komponenten  von  T, 
wie  sie  sich  aus  (132),  (138)  und  (138a)  ergeben,  zusanunen. 
Unter  Berücksichtigung  von  (19)  und  (X)  finden  wir  z.  B.: 

T^y  =  —  {<Sx^y  +  ^x§j/)  =  pxy 

Tu     =-l((g2  +  §2)  =-W 

oder  schematisch  geschrieben: 


pxz      pxy      pxz 


Pyx      Pyy      Pyz 


Pzx 


c      "^ 


pzy 
i  ~ 


Pzz 


c 


—  T7 


(151) 


c)  Der  Energiesatz.  Zur  Diskussion  der  Gleichung  (XVI) 
beginnen  wir  mit  der  Z- Komponente.  Führen  wir  statt  l  nach 
(55)  die  Zeit  t  und  statt  Fi  die  Leistung  {c\%)  nach  (144)  ein,  so 
finden  wir;  -.-,j^ 

^  +  m)-\-dwe  =  0     .....   (152) 

Die  beiden  ersten  Summanden  geben  die  Zunahme  der  gesamten 
Energiedichte  pro  Zeiteinheit  an,  da  die  Arbeit  (q§)  in  andere 
Energiearten  umgesetzt  wird.  Das  Energieprinzip  ist  also 
erfüllt,  wenn  man  die  Bedeutung  des  Pointingschen 
Vektors  als  Dichte  der  Energieströmung  beibehält.  Der 
Energieansatz  (Villa)  gilt  in  allen  berechtigten  Bezugs- 
systemen. 

d)  Die  Erhaltung  des  Impulses.  Doch  enthält  Gleichung 
(XVI)  mehr;  ihre  Aussagen  über  die  drei  räumlichen  Komponenten 
kann  man  nach  (143)  und  v"  in  die  dreidimensionale  Vektor- 
gleichung .- 

g  =  _biüp--^-^     ......   (153) 

zusammenfassen.  Die  Gesamtkraft,  welche  auf  die  in  einem  ab- 
gegrenzten Raum  vorhandenen  Ladungen  von  den  außerhalb  be- 
findlichen ausgeübt  wird,  ist  daher 

8* 
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^  =  —{h'ü)pdS  —  ^j-A<BdS'    '    '    -(154) 

Wii"  zerlegen  sie  in  zwei  Anteile: 

Äj  =  -  fbttopciS,    ^2  —  —^1^    '^dS  '    .  (155) 

Bezeichnen  wir  ferner  mit  ^"^  die  Kraft,  welche  umgekehrt  die 
Ladungen  des  Integrationsgebietes  auf  alle  anderen  ausüben  und 
nehmen  wir  an  ihr  die  entsprechende  Zerlegung  in  ÄJ  und  ^" 
vor,  so  folgt,  daß 

^j  -f  ^a  =  0 (156) 

ist.     Nach  Rechnungsregel  |  findet  man  nämlich: 

^,  =  \)?ndö, (157) 

das  Integral  erstreckt  sich  über  die  ganze  Oberfläche  des  ab- 
gegrenzten Bereiches;  und  die  entsprechende  Komponente  von  Ä" 
erhält  man  offenbar,  wenn  man  die  Richtung  der  Normalen  n,  d.  h. 
nach  v'  das  Vorzeichen  von  ^)„,  umkehrt.  Äj  gehorcht  also  dem 
dritten  Newton  sehen  Axiom,  der  Gleichheit  von  Wirkung  und 
Gegenwirkung. 

Die  Kraft  ^  wird,  so  wollen  wir  annehmen,  durch  die  Elek- 
tronen auf  ponderable  Körper  übertragen,  deren  mechanischer 
Impuls  @  ist.  Wir  wollen  ferner  voraussetzen,  daß  diese  Körper 
nicht  über  den  abgegrenzten  Bereich  hinausragen.  [Die  zweite 
Annahme  hat  (vgl.  den  Anhang  unter  c)  zur  Folge,  daß 


dt 


wird,  da  nach  q'  z.  B. 

Ji.^^^  =  J(g.  +  ^(9-q«)  +  ^(9-qv)  +  ^(g-q^))^s 

=      %dS—    gxqnC?<? 

und  die  Geschwindigkeit  q  der  Körper  an  der  Berandung  des 
Integrationsbereiches  Null  wird.]  Wir  behalten  nun  in  der  Rela- 
tivitätstheorie wie  das  Energieprinzip  so  auch  den  Impulssatz:  Die 
Kraft  ist  gleich  der  Zunahme  des  Impulses  des  Körpers,  auf  den 
sie  wirkt,  d.  h. 
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S=f C"8) 

(vgl.  §  1),  als  ein  gesichertes  Ergebnis  der  empirischen  Forschung 
bei-  Wie  sich  @  berechnet,  ist  freilich  noch  eine  offene  Frage 
(Abschnitt  Vil).  Jedenfalls  folgt,  daß  in  allen  Fällen,  in  denen 
nur  ^1  in  Frage  kommt,  z.  B.  bei  allen  stationären  Vorgängen, 
die  Summe  aus  ®  und  dem  Impuls  ®"  der  außerhalb  des  Inte- 
grationsbereiches liegenden  Körper 

@  -f  ©a  =  const (159^ 

ist,  d.  h.  der  gesamte  Impuls  bleibt  konstant. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  mit  der  Kraft  ^2'  Sie  läßt  sich 
nicht  diirch  ein  Oberflächenintegral  ausdrücken,  verletzt  deshalb 
im  allgemeinen  das  genannte  New  ton  sehe  Axiom  und  den  Satz 
von  der  Erhaltung  des  mechanischen  Impulses  i).  Das  erstere  ist 
in  der  Tat  in  der  Elektrodynamik  nicht  aufrecht  zu  erhalten 
(vgl.  §  4).  Den  Impulssatz  dagegen  kann  man  retten,  wenn  man 
dem  Felde  einen  „elektromagnetischen  Impuls"  ®g  mit  der 
Dichte 

g.  =  -|  =  ;^[e^]  .......  (160) 

zuschi-eibt.  Denn  ersetzt  man  in  Gleichung  (154)  ^  durch  ■^r— 
und  -2ß7  I  ®dS  durch  -37-,  so  findet  man  nach  (155): 

oder  nach  (156): 

®  +  (Se-l-@''-f  ®e  =  consf (161) 

d.  h.  die  Summe  aus  mechanischem  und  elektromagneti- 
schem Impuls  ist  konstant  [Abraham]^).  Die  Kraft  ^^  hat 
nach  dieser  Auffassung  nicht  nur  die  mechanische  Trägheit 
zu  überwinden,  welche  sich  der  Vergrößerung  des  mechanischen 
Impulses  ®  widersetzt,  sondern  auch  die  elektromagnetische, 
welche  der  Veränderung  des  elektromagnetischen  Impulses  ®e  ent- 
gegenwirkt.    Die  ponderomotorische  Wirkung  ist  die  Summe  von 

.^1  und  der  „elektromagnetischen  Trägheitskraft" ^  *)• 


dt 


*)  Im  leeren  Eanm  ist  die  Gesamtwirkung,  wie  aus  (IX  a)  hervor- 
geht,   wegen    (>  =  0    stets     gleich    Null.     Die    Maxwell-Hertzsche 
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Aus  (153)  wird  nach  (160): 

g  =  _bbp-^ (161a) 

e)  Die  Erhaltung  des  Drehimpulses.  In  der  klassischen 
Mechanik  hat  der  Impulssatz  sein  Analogen  in  dem  „Flächensatz", 
der  die  Konstanz  des  Drehimpulses  2  ausspricht.  Nennen  wir  r 
den  Radiusvektor  von  einem  beliebigen  festen  Anfangspunkte  nach 
dem  Orte  des  materiellen  Volumelementes  d  V,  und  bezeichnen  wir 
die  Massen  dichte  mit  k,  so  ist  dort 

2  =  jk[x(]]dV=  jixQlSV (162) 

da  die  Impulsdichte  g  =  7cq  ist.     Das  Drehmoment 

5yj  =  J[rg]ö7,      . (163) 

welches  auf  die  Körper  des  Integrationsbereiches  ausgeübt  wü'd, 
steht  mit  8  in  dem  zu  (158)  analogen  Zusammenhang 

J  =  i  =  sjt9]ä''  =  j^i]^''  •  -  •(!«*' 

ÜlDrigens  sind  diese  beiden  Erhaltungssätze  insofern  nicht  gleich- 
wertig, als  man  den  zweiten  aus  dem  ersteren  ableiten  kann. 
Aus  der  Gleichung 

folgt  nämlich ,  durch  die  Anwendung  auf  ein  unendlich  kleines 
materielles  Volumenelement  ö  V, 

also 

g=i  .    .    .    - (165) 

Nach  (165)  ist  aber  (164)  eine  Folgerung  aus  (163). 

Wir  wollen  in  die  Relativitätstheorie  die  Definition  (163)  für  das 
Drehmoment  9?  übernehmen  und  finden  dann  nach  (161a)*): 


dl 


Theorie  kannte  nach  (IX)  nur  die  Kraft  ßj,  behielt  also  eine  pondero- 

motoi-ische  Kraft  vom  Werte  -z  -^-r  auf  die  Volumeinheit  des  Vakuums 

c^  Ot 

übrig  (vgl.  §  4). 

•)  Die  Bezeichnungen  d  S  und  &  V  können  in  (163)  und  (166)  mit- 
einander vertauscht  werden.     [Vgl.  den  Anhang  unter  a).] 
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21=  -{[x,hi\)p]dS-^A[xQe]dS    .    .    .(166) 

Das  erste  Integral  ist  nach  |' 

^1  =  —^iv,'Dx^p]dS  =  j[xpn]d6     .    .    .  ri67) 

es  ist  das  Drehmoment  der  in  (157)  zu  ^i  zusammengefaßten 
Flächenkräfte.  Wie  ^^  wechselt  9?i  nur  sein  Vorzeichen,  wenn  wir 
nach  der  Gegenwirkung  auf  die  außerhalb  des  Integrationsbereiches 
liegenden  Körper  fragen.  [Wir  setzen  wie  unter  d)  voraus,  daß 
die  Körper  im  Integrationsbereich  nicht  über  diese  Grenze  hin- 
ausragen, so  daß  --jj  =  -^  wird.]     Soweit  der  zweite  Summand 

in  (166)  fortfällt,  gilt  also  nach  (167)  analog  zu  (159)  der  „Flächen- 
satz": 

^(S  +  ga)  :=  0,   S  -f  S«  =  Const, 

Im  allgemeinen  muß  aber  diese  Gleichung  durch  Einführung  des 
„elektromagnetischen  Drehimpulses" 

2e  =  ^[xQe]dS       .......    (168) 

ergänzt  werden.     Da  nach  (166)  und  (167) 

^i  =  |-,(2  +  ^.) 

ist,  gut  nun,  daß  die  Summe  aus  beiden  Drehimpulsen 

S  +  ?e  +  S^  +  2e  =  Const 
ist. 

f)  Transformation  der  Energie,  des  Energiestromes 
und  der  Spannungen.  Die  Gleichungen  für  die  Transformation 
des  Tensors  p  der  Maxwellschen  Spannungen,  des  Pointing- 
schen  Vektors  ©  und  der  Energiedichte  W  ergeben  sich  nach  (151) 
aus  den  in  §  13  angeführten  Regeln  (130)  für  die  Transformation 
des  Welttensors  T. 

Im  Falle  der  speziellen  Transformation  (XI)  gelten  [vgl.  (71)] 
die  Formeln  (169)  (a.  f.  S.). 

Man  bestätigt  sie  am  einfachsten,  indem  man  nach  (71)  die 
Quadrate  x^   usw.   und   Produkte  xy   usw.   der  Weltkoordinaten 
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e.= 


w  = 


%  +  vp',-, 


®.  = 


61 


i'P^; 


yi-ii* 


Pyz  =  Pi 
Pi 


P2  3 


+  2^,e;+iS^Tr' 


1-, 


Pij,' 


Pxy  +  3«  ^y 


Pzz 


1     *   r-. 


Pxz   --= 


(169) 


transformiert,  und  dann  jedes  Produkt  oder  Quadrat  jJc  (j,  7i 
=  X,  y,  z,  T)  durch  Tj-k  ersetzt  *). 

Blicken  v?ir  auf  die  Entwickelungen  dieser  beiden  Paragraphen 
zurück,  so  können  wir  sagen:  Schon  die  ursprüngliche  Elektronen- 
theorie hatte  sich  trotz  ihrer  Ätherhypothese  in  ihren  elektro- 
magnetischen Grundgleichungen  eine  dem  Einsteinschen  Eelati- 
vltätsprinzip  gehorchende  Grundlage  geschaffen;  darauf  beruht 
ihr  bleibendes  Verdienst  um  die  Elektrodynamik  der  bewegten 
Körper.  Nur  muß  man,  um  dies  voll  hervortreten  zu  lassen. 
noch  die  Ein  stein  sehe  Kinematik  und,  wie  wir  später  sehen 
werden,  die  dazu  gehörige  Mechanik  hinzunehmen  **).     So  ist  die 

*)  Die  fonnale  Abhängigkeit  von  der  speziellen  "Wahl  der  Achsen- 
kreuze in  K  und  K'  fällt  fort,  wenn  wir  schreiten: 

6  =  YZTf  {(®'  +  [»»P'])  +  ö  (tF'  -h  (ü  g'))  .   •  (170) 

Die  Eichtigkeit  dieser  Beziehungen  bestätigt  man,  indem  man  die 
Achsen  wie  oben  wählt  und  für  das  Vektorprodukt  [np'J  den  aus  Ä' 
folgenden  Wert  einsetzt. 

**)  Darin,  daß  die  neue  Kinematik  und  Mechanik  von  der  älteren 
vielfach  nur  in  Größen  zweiter  Ordnung  abweicht,  liegt  der  Grund, 
daß  die  Elektronentheorie  alle  Versuche  über  Einflüsse  erster  Ord- 
nung erklären  konnte. 
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Auffassung  berechtigt,  daß  der  Mich  eis  on  sehe  Versuch  gaf  nicht 
eine  elektromagnetisch-optische  Frage  entscheidet,  sondern  eine 
rein  mechanische,  nämlich,  ob  die  Dimensionen  eines  Körpers 
durch  die  Bewegung  verändert  werden.  Eine  analoge  Auffassung 
läßt  sich  auch  bei  dem  Trouton-Nobleschen  Versuch  durch- 
führen (§17  f). 

Zu  der  Streitfrage:  Beruht  die  gegenseitige  elektrodynamische 
Beeinflussung  der  Körper  durch  den  leeren  Raum  auf  Fernwirkung 
oder  auf  Übertragung  durch  einen  „Äther"?  aber  ist  zu  sagen- 
Die  zweite  Alternative  widerspricht  dem  Relativitätsprinzip  (vgl. 
§lb);  dennoch  können  wir  auch  der  ersteren  nicht  zustimmen, 
zwischen  den  Körpern  besteht  vielmehr  etwas  physi- 
kalisch Wirkliches,  das  elektromagnetische  Feld,  welches 
trotz  seiner  Loslösung  von  aller  Materie  Energie,  Be- 
wegungsgröße und  Spannungskräfte"^)  enthält  und  ihre 
Übertragung  von  einem  Körper  zum  anderen  vermittelt. 
Jene  viel  umstrittene  Frage  umfaßt  also  gar  nicht  zwei  konträre 
Gegensätze,  sie  übersieht  vielmehr  die  dritte,  tatsächlich  zutreffende 
Möglichkeit. 

Zugleich  zeigt  sich  der  Wert  des  von  Minkowski  geschaffenen 
mathematischen  Rüstzeuges  im  hellen  Lichte.  Enthalten  doch 
die  vier  Gleichungen  (XIQ)  bis  (XVI) 

z/ivm  =  P,     ^iv  m*  =  0,    F  =  —  /Jiv  T,     T=  [[2W9R]] 

die  ganze  atomistische  Elektrodynamik  einschließlich 
des  Nachweises,  daß  sie  den  Sätzen  von  der  Erhaltung 
der  Energie  und  des  Impulses,  sowie  dem  Relativitäts- 
prinzip genügt. 

§  16.    Anwendungen. 

a)  Aberration  und  Dopplersches  Prinzip.  Setzt  man 
in   den   Gleichungen  (20)   und   (21)   £  =  ^  =  1,   so   findet  man 

*)  Die  Elektronentheovie  betrachtete  die  Max  well  sehen  Span- 
nungen als  eine  nur  mathematisch  zweckmäi5ige  Fiktion.  Die  Rela- 
tivitätstheorie hat  nach  (161a)  allen  Grund,  ihnen  dieselbe  Realität  zu- 
zuschreiben, wie  der  elektromagnetischen  Bewegungsgröße;  gibt  der 
Tensor  p  doch  im  leeren  Räume,  wo  §  =  0  ist,  die  „Strömung  dieser 
Bewegungsgröße"  an  [Planck^)]. 


—     122     — 

die  folgende  Darstellung  einer  ebenen  Welle  von  der  Schwingnngs  - 
zaU  V  im  leeren  Räume,  bezogen  auf  ein  berechtigtes  System  K': 

d'   =  (g;  sin  &,    §'  =  O;  sin  &  \ 

&    =  2  7tv'h'  —  j(x'cos&'-\-sin&'i^'cos(p'-\-g'sing)')^Y^  (171) 

@'o^  =  €)'(?.        (S'o^'o)  =  0,  ] 

wobei  die  Richtung  des  Strahles  durch  seine  Neigung  ■0"'  gegen 
die  x'- Richtung  und  das  Azimut  9'  bestimmt  ist,  indem 

cos  {(B' x^)  =  cos  d-' ,     cos  {^' y')  =  sind-' cos  (p',\      /.yo^ 
cos  {0 z')  =^  sin  &' sin  (p'  ) 

gesetzt  worden  ist.  Schreiben  wir  (171)  nach  (138),  (139)  und 
(140)  in  die  gegen  die  Loren tz-Transformation  invariante  Form 

m  =  m,sin®,  ä)j2  =  0,  {mm*)  =  o  .  .  (173) 

so  sieht  man  einmal,  daß  die  von  Ort  und  Zeit  abhängige  Funk- 
tion &  eine  Invariante  sein  muß,  und  zweitens,  daß  in  jedem 
Bezugssystem  ©o"  =  ^,f,  (©oC>o)  =  0  ist.  Da  vermöge  der  Linearität 
der  Loren  tz-Transformation  0  in  jedem  System  eine  lineare  Funk- 
tion der  Variablen  x,  y,  Z-,  i  also  von  der  Form: 

0  =  2  7cvh -fzcosO'-\-  sin  & (y  cos  q)  -\-  z sin  g))j> 

ist,  so  ist  eine  elektromagnetische  Welle  in  jedem  System  eine 
ebene  Welle,  wenn  sie  es  in  einem  System  ist. 

Ersetzt  man  in  der  Gleichung  für  &  gemäß  (XIj  x,  y',  z',  tf 
durch  X,  y,  z,  t,  so  findet  man: 

&  z=  2ti:v — -== — 

j  iß -^  cos  »*)  X -\-  sin  ,V  yr^  ß*  (y  cos  cp'  -\-  z  sin  yQ) 

^   C  cil^ßcos»')  /' 

Die  Koeffizienten  der  vier  unabhängigen  Variablen  a;,  y,  Z,  i  müssen 
in  den  beiden  letzten  Gleichungen  übereinstimmen.  Daraus  folgt: 
Die  Schwingungszahl,  bezogen  auf  das  »System  K,  ist 

^_^,li£c£^ (174) 

Vi— iS^  ' 

die  Richtung  des  Strahles  @  aber  ist  in  demselben  System  dui'ch 
die  Gleichungen 
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COS&  = 


cp  =  (p'  j 

cos  d-'-\-ß   } 
l^ßcos»'} 


(175) 


bestimmt.  Die  erste  dieser  Gleichungen  sagt  aus:  Die  Ebene 
durch  den  Strahl  und  die  Geschwindigkeitsrichtung  bleibt  erhalten. 
Andere  Formen  der  letzten  Beziehung  sind: 


sind'  = 


sin  5-'  yi  —  ß* 


tg%- 


sin&'  ]'l—i 


(176) 


l-\-ßcos&"      '^  "  cos  a'  -\-  ß 

Die  letztere  eignet  sich  zur  geometrischen  Konstruktion. 

Ist  nämhch  in  der  Fig.  10  2i  SÄC  =  ^',  AB  =  1,  so  ist 
AC  =  cosd-',  BC  =  DE  =  sin&'.   Wählt  man  feiner  CE  =  ß *), 


EF  =  ED  )/!  —  ß^  =  sin&'  fl 
Fig.  10. 

D 


-ß%  so  ist  2C  FAE  =  &' 
Verändert  sich  ß,  so  beschreibt 
der  Punkt  F  eine  Ellipse  X, 
deren  Scheitelt  ist.  Sendet  ein 
im  Bezugssystem  K'  ruhen- 
der Fixstern  der  Erde  (System 
K)  Licht  zu  in  der  Richtung 

AB,  so  hat  dieser  Strahl 
für  den   Beobachter  auf  der 

Erde  die  Richtung  AF.  So 
findet  die  Aberration  ihre  Er- 
klärung. Mit  der  elementaren, 
der  Beobachtung  angepaßten 
Theorie    stimmt    diese    Kon- 

A  cos  r>'  C  ß  E  i.         1    .  •  ..  1  • 

struktion  uberem,  wenn  man 
zwischen  den  Punkten!)  und ^ nicht  zu  unterscheiden  braucht;  d.  h. 
wenn  man  ß^  gegen  1  vernachlässigen  kann.  Die  Besonderheit 
des  Instrumentes,  mit  dem  man  &  bestimmt,  ob  man  z.B.  das 
Fernrohr  mit  Luft  oder  Wasser  füllt,  spielt  gar  keine  Rolle  dabei. 
Ferner  wird  die  wahrgenommene  Schwingungszahl  v  durch  die 
Richtung   des   Strahles   beeinflußt.      Vernachlässigt   man    Glieder 

zweiter  Ordnung,  so  kann  man  in  (174)  ßcosxt'  =^  cosd-  =  ~ 

— ^  c  c 

setzen,  wenn  r  die  Richtung  AF  bedeutet,  und  findet  dann: 

*)  Vorausgesetzt  ist  ß>0,  d.  h.  ö  hat  die  Richtung  Z^,  anderen- 
falls liegt  E  zwischen  Ä  und  C. 
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Die  Theorie  steht  daher  in  Übereinstimmung  mit  den 
Beobachtungen.  Der  Dopplerejffekt  verschwindet  nicht  —  darin 
liegt  ein  \delleicht  noch  einmal  experimentell  nachzuprüfender 
Unterschied  gegen  die  älteren  Theorien  — ,  wenn  man  senkrecht 
auf  die  Bahn  der  Lichtquelle  blickt  (cosd"  =  0,  cos&'  =  —  ß); 
vielmehr  ist  dann  v  =  v'  \1  —  ß^. 

Um  die  Transformationsgleichung  für  die  Amplitude  zu  finden, 
läßt  sich  jede  der  Gleichungen  (169)  anwenden,  da  jede  Kompo- 
nente des  Welttensors  T  in  @  und  §  quadratisch,  daher  hier 
wegen  (Sq-  :=:  :^^  zu  (i^  proportional  ist.     Z.  B.  ist  nach  (X): 

=  (So^  s/«2  0  {cos  ((go y)  cos  (©0^)  +  cos  (^0 y)  cos  i^oZ)}. 
Nun  liegen  aber  die   Richtungen  von  @o»  $0)  ®  gemäß  (19)  zu- 
einander wie  die  a;-,  i/-,  ^-Achse;  infolgedessen  ist  nach  den  Ortho- 
gonalitätsbedingungen  und  (172): 

cos  ((So  y)  cos  (®o  ■^)  +  cos  ($0  y)  cos  (^0  z)  =  —cos  (©  y)  cos  (@  z) 
=  —  sin^  &  cos  (p  sin  <j). 
pyg  =  a^  sin^  &  sin^  &cosq)  sin  q). 

Die  entsprechende  Formel  gilt  im  gestrichenen  System.  Da  aber 
Pyg  =  p'yz  ist,  folgt  unter  Berücksichtigung  von  (175)  und  (176): 

e?  ■"'    TF'  ~  is'l  ""  sin' 6-   ~~  (l—ßcos.»y  I     .    q^-,-> 
_  {1-i-ßcos  O'Y  __  _^  I 

—         1  —  ß-         ~  r"^  J 

Ruht  in  E!  eine  nach  allen  Seiten  gleichmäßig  strahlende  Licht- 
quelle, d.  h.  ist  die  Intensität  |®'|  ihrer  Strahlung  von  der  Rich- 
tung unabhängig,  so  strahlt  sie,  bezogen  auf  das  System  K,  in 
welchem  sie  sich  bewegt,  unter  spitzem  Winkel  zur  Richtung 
ihrer  Geschwindigkeit  b  {cos  ^'  >  0)  mehr  Energie  aus  als  unter 
stumpfen  Winkeln  dazu. 

b)  Die  Reflexion  am  bewegten  Spiegel.  Auf  einen 
ebenen,  im  System  E9  ruhenden  Spiegel  fällt  aus  dem  leeren 
Raum  eine  ebene  Welle  unter  dem  Einfallswinkel  ip^.  Das  Re- 
flexionsgesetz sagt  bekanntlich  aus,  daß  der  gespiegelte  Strahl 
in  der  Einfallsebene  liegt,  und  daß  der  Reflexionswinkel  il>^  =  ^^^ 
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ist.  Die  ScliwiiigungszaKl  v"  ist  in  beiden  Strahlen  dieselbe;  die 
Intensität  [©^^l  ^^^  gespiegelten  bereobnet  sich  aus  der  des  ein- 
fallenden [^i\  und  dem  Eeflexionsvermögen  l/gemäß  der  Gleichung 

l®2l  =  er]®»! (178) 

Wir  fragen,  wie  sich  diese  Gesetze  ändern,  wenn  man  den  Spiegel 
bewegt,  und  zwar  wollen  wir  ihm  zunächst  eine  Geschwindigkeit 
parallel  zu  seiner  Ebene  zuschreiben. 

Wir  führen  dazu  die  Transformation  auf  ein  anderes  be- 
rechtigtes System  K  durch,  zu  dem  E?  eine  Geschwindigkeit  tau- 
gentiell  zur  Spiegelfläche  besitzt.     Deren  Richtung  bildet  mit  den 

Richtungen  des  einfallenden 
und  des  gespiegelten  Strah- 
les in  Z"  den  gleichen 
Winkel  &^,  weil  die  Spiegel- 
fläche die  Symmetrieebene 
zu  diesen  Richtungen  ist. 
Da  nach  (175)  aus  der 
Gleichheit  zweier  Winkel  Q^ 
im  einen  System  auch  die 
Gleichheit  der  entsprechen- 
den Winkel  im  anderen  Be- 
zugssystem folgt,  so  bilden 
auch  in  K  beide  Strahlen 
mit  der  Geschwindigkeit 
denselben  Winkel.  Ver- 
lagert werden  zwar  bei  der 
Transformation  die  Ein- 
fallaebene  und  die  Spiege- 
lungsebene, doch  so,  daß  beide  Ebenen  miteinander  identisch 
bleiben.  Denn  ziehen  wir  Parallele  zu  allen  in  Betracht  kom- 
menden Richtungen  von  einem  Punkt  aus,  um  welchen  wir  eine 
Kugel  beschreiben ,  so  sind  z.  B.  (vgl.  Fig.  1 1)  die  Pole  N^  und 
N2  die  beiden  Durchstoßpunkte  der  Normalen  der  Spiegelfläche, 
Si  und  S2  die  der  beiden  Strahlrichtungen,  wenn  wir  diese  auf 
EP  beziehen,  und  ein  Punkt  Q  des  Äquators  ist  der  Durchstoß- 
punkt der  Geschwindigkeitsrichtung.  Dabei  ist  SiN-^  =  S^N^- 
Bei  der  Transformation  verschieben  sich  die  beiden  Strahl- 
richtungen auf  dem  größten  Kreis  durch  S^  und  Q  bzw.  S^  und 
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Q,  da  wegen  9)  =  9)'  in  (175)  die  Ebene  durch  den  Strahl  und 
die  Geschwindigkeitsrichtimg  erhalten  bleibt.  Sie  geraten  so  nach 
den  Punkten  Si  und  Sa,  und  zwar  ist  S^S^  =  8^82  und  wegen 
der  Lage  von  Q  auf  dem  Äquator  2i  Ni  S^  Si  =  ^  N^  S2  S2,  also 
sind  die  Dreiecke  NiS^Si  und  N2S2S2  kongruent,  so  daß  auch 
die  Winkel  bei  Ni  und  iVg  übereinstimmen  und  Si  und  Sg  mit 
JSfi  und  N2  wieder  auf  einem  größten  Kreise  liegen.  Auf  die  geo- 
metrischen Gesetze  der  Spiegelung  hat  eine  tangentielle 
Geschwindigkeit  des  Spiegels  somit  keinen  Einfluß.  Nach 
(177)  kommt  für  die  Umrechnung  der  Intensität  nur  die  Neigung 
des  Strahles  gegen  die  Geschwindigkeit  in  Frage;  diese  ist  aber 
für  beide  Strahlen  dieselbe.  Also  bleibt  das  Verhältnis  beider 
Intensitäten,  d.  h.  das  Eeflexionsvermögen  U,  unverändert.  Eine 
tangentielle  Geschwindigkeit  ist  auch  ohne  Einfluß  auf 
das  Reflexionsvermögen. 

Somit  brauchen  wir  nicht  festzusetzen,  ob  der  Spiegel  im 
System  K'^  ruhen  oder  sich  tangentiell  bewegen  soU.  Nun  soll  er 
aber  außerdem  eine  Geschwindigkeit  q  in  Richtung  seiner  Nor- 
malen erhalten.  Wir  führen  dazu  wiederum  die  Transformation 
auf  ein  anderes  berechtigtes  System  £^  durch;  es  sollen  sowohl  die 
X-  als  die  a;"-Achse  die  Richtung  der  in  den  leeren  Raum  hinaus- 
weisenden Normalen  haben,  so  daß  die  Voraussetzungen  der  Trans- 
formation (XI)  erfüllt  sind,  wenn  man  K°  an  die  Stelle  von  K' 
setzt.  Dabei  ist  ü  =  q,  also  ß  =  q^/c-  Die  Neigung  des  ein- 
fallenden Strahles  gegen  die  x'^-  und  a; -Achse  ist  bestimmt  durch 
die  Winkel  d'^  =  Tt  —  •4^^  und  d:y=7t  —  ip-^,  die  des  gespiegelten 
durch  die  Reflexionswinkel  il-'^  und  1/^2  selbst.  Infolgedessen  gilt 
nach  (175),  (176)  und  (177): 


<^SWi   —  iJ^ß  cos  rl'. 


^^         1  -j-  /S  cos  xpi 

cos  ip.:,  —  ß 


cos  ip^  = 3- 

18i«|  1-ß^  {l-tßcosxp,y 


[©al  _   (l~\-ß  COS  xp.°y  _   __ 

l©«»!  ~~       1—^*       ~  (1 


sin'^  xp^"  _ 
siii^  ipi 
\  —  ß^ 
—  ß  cos  ipzY 
_  sin''  i/'o"  _ 


(179) 
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Aus  den  ersten  dieser  Formeln  schließen  wir: 

,    2^^   1  —  cos  V^i   __   1  —  cos  1/',°      l-\-  ß 

^    2  l  +  co.s»/'i         l-\-cosxpy  1  —  ß* 

.    2  V'j  1  —  cos  ipi  1  —  COS  Ve"      1  —  ß  . 

^    Y  1  -f  cos  Vs  1  -f  COS  m/°  '  l-\-ß  ' 

also  lautet  das  geometrische  Gesetz  der  Spiegelung: 

tg'^--tg^  =  {c-c\.):{c  +  q.) (180) 

Der  Eeflexionswinkel  ist  kleiner  als  der  Einfallswinkel,  wenn  q^ 
positiv  ist,  d.  h.  wenn  der  Spiegel  sich  dem  einfallenden  Strahl 
entgegen  hewegt.  Ferner  folgern  wir  durch  Division  aus  den 
letzten  der  Gleichungen  (179): 

V2:Vi  =  sin  i}-^:  sin  i' 2    ......  (181) 

Die  Schwingungszahl  wird  durch  die  Spiegelung  verändert,  und 
zwar  in  dem  eben  erwähnten  Falle  vergrößert.  Auf  diese  Abart 
des  Doppler  sehen  Prinzips  bezieht  sich  der  in  §  2  erwähnte  Versuch 
von  Galitzin.   Endlich  aber  folgt  aus  denselben  Gleichungen  und 

aus  (178):  .  j 

i®=i  =  ^S4;i®'i (1^2) 

also  auch  die  Intensität  des  gespiegelten  Strahles  wird  in  dem 
genannten  Falle  vergrößert.  lin  Grenzfall,  daß  der  Einfalls-  und 
damit  der  Eeflexionswinkel  verschwindet,  wird  nach  (180): 

hm     .        =  hm  =  — '--^*)  ....  (183) 

^  2 
Zur   Diskussion    dieser   Formeln   ist   zu   beachten,    daß   der 
Einfallswinkel  i^j  beim  bewegten   Spiegel  nicht  an  das  Intervall 

von  0  bis  —  gebunden  ist,  daß  vielmehr  sein  oberer  Grenzwert  bei 


*)  Das   geometrisclie   Gesetz   der   Spiegelung   läiJt   sicli   auch   ab- 
leiten, wie  folgt:  Ist  ^ 

siti  »'i  {i  —  1/c  ( —  X  cos  Vi  -\-  y  sin  li'i)} 

der  allen  Teldgroßen  der  einfallenden  WeUe  gemeinsame  Faktor,  und 
spielt  sinv^{t — \/c{x  cos\l>^-\-y  sintp^]  dieselbe  EoUe  für  die  ge- 
spiegelte, so  müssen  an  der  Grenzebene  des  Spiegels  vermöge  der  Grenz- 
bedingungen (§  21)  beide  einander  gleich  werden;  diese  Ebene  hat 
aber  die  Gleichung  x  =  qxt. 


arc 


Fig.  IIa. 
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COS  ( —]  liegt.    Dieser  entspricht  nach  (179)  der  streifenden 

Incidenz  t/»«:^  ^  im  Ruhsystem  K^;  er  liegt  höher  als  ^,  wenn  der 

Spiegel  sich  nach  außen  bewegt  (qa>0),  im  anderen  Falle  unter  ^• 

Da  bei  streifender  Incidenz  in  K°  der  reflektierte  Strahl  die  Rich- 
tung des  einfallenden  hat,  gilt  dasselbe  in  diesem  Grenzfalle  für 
das  System  K,  wie  man  auch  aus  (180)  durch  einfache  Rechnung 
bestätigen  kann. 

c)  Der  Versuch  von  Sagnac^).  Wir  können  nun  auch 
leicht  die  Theorie  des  Sagna eschen  Versuches  (§  2)  geben.  Wir 
brauchen  dabei  nur  Glieder  erster  Ordnung  in  den  Geschwindig- 
keiten zu  berücksichtigen, 
die  Lorentz -Kontraktion 
spielt  also  dabei  noch  keine 
Rolle,  vielmehr  dürfen  wir 
allen  Abmessungen  des  sich 
drehenden  Apparates  die 
Längen  zuschreiben,  die  sie 
im  Falle  der  Ruhe  haben. 
In  Fig.  IIa  sei  Jf  der 
im  berechtigten  System  K 
ruhende  Mittelpunkt  der  im 
Sinne  des  PfeUes  rotieren- 
den Kreisscheibe ,  r  deren 
Radius,  die  vier  Geraden 
geben  die  Bahn  des  im 
Sinne  der  Drehung  (positiv)  umlaufenden  Strahles,  Pj  ist  die 
Lage  der  Trennungsplatte  P  im  Augenblick  des  Abganges 
dieses  Strahles,  Pg  ii^  Momente  seiner  Rückkehr,  während  die 
Spiegel  S  in  den  Lagen  gezeichnet  sind,  in  welchen  sie  den  Strahl 
spiegeln. 

Die  erste  Frage  ist  nun ,  ob  bei  der  tangentiellen  Lage  der 
Spiegel  überhaupt  beide  Strahlen,  die  von  P  ausgehen,  auch  dort- 
hin zurückgelangen.  Der  positiv  umlaufende  Strahl  muJ3,  wie  die 
Figur  zeigt.  Sehnen  des  Kreises  zurücklegen,  welche  länger  als  die 
Quadratseiten  sind;  denn  während  er  von  einer  Ecke  zur  anderen 
fortschreitet,  bewegt  sich  das  Quadrat  und  die  Ecke,  auf  die  er 
zueüt,  ungefähr  im  Sinne  seiner  eigenen  Richtung.     Da  aber  alle 
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diese  Sehnen  gleich  lang  sind,  treffen  sie  den  Kreis  und  die  zu 
ihm  tangentiellen  Spiegel  S  alle  unter  dem  gleichen  Winkel  <p. 
Einfalls-  und  Reflexionswinkel  sind  aber  nach  Abschnitt  b  hier 
einander  gleich,  weil  die  Spiegel  nur  eine  tangentielle  Geschwindig- 
keit haben.  Somit  stimmt  die  in  der  Figur  gezeichnete  Bahn  des 
Strahles  mit  dem  Spiegelungsgesetz  überein.  Verläßt  der  Strahl 
die  Kreisperipherie  bei  Pj  unter  dem  geeigneten  Winkel  q),  so 
kehrt  er  unter  demselben  W'inkel  gegen  sie  nach  der  Platte  P  in 
der  Stellung  P^  zurück.  Desgleichen  läßt  sich  auch  für  den  negativ 
umlaufenden  Strahl  ein  passender  Winkel  q)  angeben,  so  daß  er 
wieder  unter  dem  gleichen  Winkel  nach  der  Platte  P  zurückgelangt. 
Da  die  Strahlen  an  P  aus  einem  einzigen  entstände  u  sind,  werden 
sie  sich  dann  auch  ebenso  wie  bei  der  Ruhe  wieder  vereinigen  lassen. 
Die  Zeit  T+,  welche  der  positiv  umlaufende  Strahl  von  Pj  bis  Pg 
braucht,  läßt  sich  mit  dem  Zentriwinkel  d'^,  welcher  einer  der  zu- 
rückgelegten Sehnen  entspricht,  in  die  Beziehung  T+  =  —  sin  -^ 

C  dl 

setzen;  sie  sagt  aus,  daß  der  Strahl  vier  Sehnen  von  der  Länge 

2  r  sin  ~  mit  der  Geschwindigkeit  c  zurücklegt.     Im  Falle  der 

Ruhe  wäre  4  O'^.  =  2  TT;  so  aber  ist  4  ■9'+  größer  um  den  Winkel 

03  T+,  welchen  P  in  der  Zeit  r+  zurücklegt  (siehe  die  Figur),  also: 

4  ■0"+  =  2  jr  -|-  OJ  r^..     Die  Elimination  von  ■O'^.   aus  diesen  Glei- 
chungen  ergibt:    r^  :^     —  sin  \-r  {n  -\ 9~")r       Entsprechend 

findet      man      für      die     Umlaufszeit      des      anderen      Strahles : 
8»-     .    rl  /  wr_\T 

Die  Differenz  beider  ist 

z/ r  =  r+  -  r_  =  ^  cos  [|(^  +  ^0]  '  '^  S  ^+  +  ^-)j- 

Soweit   ist   die   Rechnung   streng;   vernachlässigen   wir   nun 
Größen  zweiter  Ordnung  in  o?,  wie  z.B.  co ZI z  gegen  7t,  so  können 

wir  hier  den  Kosinus  gleich  cos-r-  =l/-^  und  außerdem 

ra  (r_  -1-  r_)  =  2  03  To 
setzen,  wobei  Xq  die  ümlaufszeit  im  Falle  der  Ruhe  bedeutet,  d.  h. 

Q 

■Pg  ^=  —  sin-j-    Folgerichtig  müssen  wir  dann  auch  gj^tJ  gegen 

Laue,  Relativitätsprinzip.     4.  Auß.  9 
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1  vernachlässigen,  können  also  sin  "ö"  '''o  ^=  "0"  ^o  setzen  und  finden 
als  Näherungsformel  8  w  r^         imF 

wo  F  der  Inhalt  des  Quadrates  ist.  Durch  Division  mit  der  Licht- 
periode —  finden  wir  daraus  unmittelbar  das  Verhältnis  der  Ver- 
schiebung der  Interferenzstreifen  zur  Streifenbreite,  nämlich 

^=^^  =  iilZ, (183a) 

X  cX 

in  Übereinstimmung  mit  dem  von  Sagnac  gemessenen  Wert. 

§  17.    Gleichförmige  Bewegung  geladener  Körper. 

a)  Das  elektromagnetische  Feld.  Wie  das  Problem  der 
Reflexion  am  bewegten  Spiegel,  lösen  wir  auch  die  Aufgabe,  das 
Feld  eines  gleichförmig  bewegten  Ladungsträgers  zu  ermitteln, 
durch  „Transformation  auf  Ruhe".  Im  Ruhsystem  K°  haben  wir 
nämlich  ein  gewöhnliches  elektrostatisches  Feld  ®°;  ^f)"  ist  gleich 
NuH.  Daraus  folgt  nach  (141),  wenn  wir  wiederum  die  Trans- 
formation (XI)  zugrunde  legen: 

^  Vi  —  »2  V\  «2 

(184) 

Die  Gleichungen  der  zweiten  Zeile  kann  man  zusammenfassen  in: 

€>=|[qe] (185) 

da  q  II  a;  und  ß  =  q^/c  ist. 

Bezeichnet  man  ferner  den  Winkel  zwischen  der  elektrischen 
Feldstärke  und  der  Geschwindigkeit  mit  -9',  so  gilt: 

Verkürzt  man  daher  in  der  das  elektrostatische  Feld  @o  dar- 
stellenden Kraftlinienfigur  alle  der  Geschwindigkeit  q  parallelen 
Strecken  im  Verhältnis  \  1  —  ß^,  so  erhält  man  die  Kraftlinien- 
figur für  das  System  K.  Denn  einmal  entspricht  diese  Verkürzung 
der  Lorentz- Kontraktion  (§  7),  so  daß  wir  zu  jedem  Punkt  in 
K*^  dabei   den   entsprechenden  Punkt  in  K  finden,   zugleich   aber 
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vergrößern  alle  Kurven  ihre  Neigung  gegen  die  genannte  Richtung 
in  dem  von  der  letzten  Gleichung  geforderten  Maße. 

Auch  die  Niveauflächen  des  elektrostatischen  Potentiales 
9)0  (ajo,  ^0,  ^0)  in  K°  behalten  bei  dieser  Konstruktion  eine  Be- 
deutung. Die  Kraft  Ä,  welche  auf  eine  mitbewegte  Punktladung 
e  ausgeübt  wird,  transformiert  sich  nämlich  nach  Gleichung  (149), 
deren  Vorbedingung  hier  erfüllt  ist,  wie  folgt: 


^,  =  ^0,    ^y  =  ^0  yi  —  /32,   ^,  =  ^2  yi  _  /i2  (187) 

Nun  ist  aber  im  statischen  Felde  des  Systems  K^ 

Ä"  =  —  e  grad  (po  (x^,  y'^,  s^), 
wo   gjo    das    elektrostatische   Potential   bedeutet,    also  nach  (XI) 

(134)  und  (187):  ^  =  -egrad^ (188) 

wobei  '^  das  .,dynamische  Potential" 

qt 


y> 


y 


|^9)0(aO,i/°,^o) 


(189) 


iöt.    Denn  daraus  folgt: 


dxp  d£      djp  J    __<f_dq^     d^  _  J' 

dx~dx'"    dy^Jf  c^dy"'    dz   ~  )/ 


q^da" 


Die  Niveauflächen  cp'^  =  const  gehen  also  in  Flächen  i^  =  const 
über.  Jede  Begrenzung  eines  leitenden  Körpers  ist  eine  solche. 
Aber  statt  der  elektrischen  Feldstärke  steht  jetzt  die  pondero- 
motorische  Kraft  auf  ihnen  senkrecht,  denn  die  rechten  Winkel 
zwischen  den  elektrischen  Kraftlinien  und  Niveauflächen  bleiben 
bei  der  Verzerrung  nicht  erhalten. 

b)  Das  Feld  eines  bewegten  Elektrons.     Das  Kraftfeld 

einer   ruhenden  Kugel    mit    gleichförmiger   Oberflächenladung  ist 

der    Gleichwertigkeit    aller    Richtungen    wegen    durch    eine   Reihe 

radialer    Kraftlinien    mit   konstantem    Winkelabstand    bestimmt. 

Die  Potentialflächen  sind  Kugeln,  deren  Radien  wie  die  reziproken 

Werte  der  abnehmenden  Reihe  der  ganzen  Zahlen  wachsen,  wenn 

man  das  Potential  stets  um  den  gleichen  Betrag  verkleinert,  denn 

es  ist  . 

930  =  ^  — . 

4  71  y^oT^T^o^+To^ 
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Fior.  12.- 


Verzerrt  man  nun  die  Figur  in  der  angegebenen  Art,  so  entsteht 
als  Schnitt  mit  einer  zur  Geschwindigkeit  q  parallel  durch  den 
Mittelpunkt  gelegten  Ebene  Fig.  12,  Welche  demnach  das  Feld 
eines  bei  Ruhe  kugelförmigen,  bewegten  Elektrons  (g  =  0,866  c) 
darstellt.  Seiner  Form  nach  ist  es 
wegeo  der  Loren tz-Kontraktion 
ein  abgeplattetes  Rotationsellip- 
soid. Die  Dichte  der  Kraftlinien 
ist  hier,  wie  in  der  Potential- 
theorie, ein  Maß  für  die  Stärke  des 
elektrischen  Feldes,  da  jede  Kraft- 
röhre an  der  gleichen  Flächen- 
ladung endigt,  wie  aus  der  Kon- 
struktion hervorgeht;  der  Abstand 
der  Niveauflächen  des  dynami- 
schen Potentials 

bestimmt  dagegen  den  Betrag  der 
Kraft  ^.  Man  sieht,  jenes  ist  am 
stärksten  in  der  Äquatorialebene 
des  Ellipsoids,  diese  hingegen  in 
der  Achse.  Die  Linien  der  magne- 
tischen Feldstärke  sind  wegen  der 
Rotationssymmetrie  und  nach 
(185)  zur  Achse  senkrechte  Kreise, 
deren  Mittelpunkte  in  der  Achse  liegen;  die  Linien  der  Kraft  ^ 
dagegen  sind  als  die  orthogonalen  Trajektorien  der  Niveauflächen 
■^  =  const  parabolische  Kurven  mit  den  Gleichungen: 

^  =  const,     X  —  qt  =  const .  ]^y^  -j-  s^ 


-«2/c2 


c)  Die  Rückwirkung  des  Feldes  auf  bewegte  Träger 
von  Ladungen.  Da  die  Gesamtkraft,  welche  ein  in  K*^  ruhender 
Körper  in  seinem  elektrostatischen  Felde  erfährt,  Null  ist,  so  gilt 
dies  nach  (187)  auch  für  die  gesamte  Kraft,  die  er  bei  gleich- 
förmiger Bewegung  von  seinem  Felde  erleidet.  Es  bedarf  also 
keiner  äußeren  Kraft,  um  die  stationäre  Bewegung  zu 
unterhalten.    Von  Null  verschieden  dagegen  ist  im  allgemeinen 
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das  Drehmoment  der  elektromagnetischen  Kräfte.  Wählen  wir 
nämlich  in  (167)  als  Grenze  des  Integrationsbereiches  eine  Kugel 
um  irgend  einen  Punkt  im  Ladungsgebiet,  deren  Radius  R  wir 
dann  immer  weiter  wachsen  lassen ,  so  verschwinden  schließlich, 
wie  man  aus  (184)  ersieht,  @  und  §  gleich  (S°  wie  Ii~'^;  da  der 
Tensor  p  in  (£  und  ^  quadratisch  ist,  konvergiert  das  Oberflächen- 
integral in  Gleichung  (167)  dann  gegen  Niül. 

Zur  Berechnung  des  in  (166)  auf  tretenden  Integrals  j  [tge]<iS 
denken  wir  uns  ein  starres  Gerüst  mit  den  Ladungsträgern  be- 
wegt und  nennen  das  Yolumelement  in  ihm  ÖV.  In  jedem  seiner 
Punkte  ist  der  Zustand,  also  auch  g«,  uns'eränderlich.  Daher  ist 
auch  der  Gesamtimpuls 

\Q,dS=^QedV  =^(Be (189a) 

konstant.  Daß  sich  das  Integral  j  [rge](iS  =  j  [vgJdFmit  der 
Zeit  ändert,  liegt  allein  daran,  daß  der  von  einem  festen  Raum- 
punkt aus  gemessene  Radiusvektor  r  für  jeden  Punkt  des  Gerüstes 
in  der  Zeit  dt  um  c\dt  wächst;  der  entsprechende  Zuwachs  von 
f  [tge]  SV  beträgt  [q,  j  ge^F]  dt  =  [q®e]dt.   Also  folgt  aus  (166) 

m  =  —  [q®e] (190) 

Liegt  der  elektromagnetische  Impuls  @e  des  Feldes  eines 
bewegten  geladenen  Körpers  nicht  in  der  Richtung 
der  Geschwindigkeit,  so  üben  die  elektromagnetischen 
Kräfte  ein  Drehmoment  auf  ihn  aus  [Abraham^)].  Trotz- 
dem darf  keine  Drehung  eintreten,  da  in  K*^  die  elektrostatischen 
Kräfte  keine  Änderung  der  Lage  bewirken.  Es  wird  die  Aufgabe 
der  Mechanik  sein,  nachzuweisen,  wodurch  dies  elektromagnetische 
Drehmoment  aufgehoben  wird.  Wir  wollen  schon  hier  bemerken, 
daß  der  Grund  dafür  in  den  mechanischen  Spannungen  liegt, 
welche  im  Körper  den  elektromagnetischen  Kräften  das  Gleich- 
gewicht halten. 

d)  Energie  und  Impuls  des  Feldes.  Zur  Berechnung 
der  Energie  und  ihrer  Stromdichte  im  Felde  des  bewegten  Körpers 
dienen  die  Gleichungen  (169);  in  ihnen  ist  nach  (X),  (19)  und 
(Vnia) 

e"  =  0,    W  =  ig"',    ß  =  q./c,    V  =  q. 
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zu  setzen,  also  wird 

_q^(2Ji^o_go2) 


©v  = 


fl^r  es  G?       „.         W<^  (1  +  gVc^)  -  2Vc2  go^ 


1  -  sVc- 


(191) 


Den    Gesamtimpuls    @e   =   -^j     <S  ö  F    und     die    Gesamtenergie 

E  =  iWdV  findet  man  hieraus  durch  Integration  üher  das 
gesamte  Feld.  Zu  berücksichtigen  ist,  daß  sich  das  Volumelement 
unseres  stai*r  mitbewegten  Gerüstes  wie  ein  materielles  Yolum- 
element  nach  (31)  transformiert.     Daher  wird: 

^W^ÖV  =  ]1— /32  j  TV'o  d  V°  =  yi  — /32  £0. 

e)  Beispiel  des  kugelförmigen  Elektrons.  Führt  man 
diese  E^chnung  für  das  in  Ruhe  kugelförmige  Elektron  aus,  so 
wird  aus  Symmetriegründen 

=  l  )l  —  ß-^  j(g°'  d  Fo  =  I  ]ll  —  /J2  Eo, 


dacresren 


J' 


(g^  (g°  ö  F  =  \1  — 132 )  e«  (£«  ö Fo  =  0; 

denn  es  gibt  in  K^  zu  jedem  Volumelement  8V^  ein  ihm  in  bezug 
auf  die  ^/''-sO-Ebene  symmetrisch  gelegenes,  in  welchem  (S«  Sy  den 
entgegengesetzt  gleichen  Wei-t  hat.     Ebenso  ist 

j(g«(goöF  =  0. 
Also  wird 

d.   h. 


c  yc'  —  2* 

4  7!;°a 


0, 


SeVc*— ^/' 


c  ]'c'  —  (/ 


(192) 


Bei  gleichmäßiger  Oberflächenladung   ist  die  Energie  JS'"  = , 

wenn  a  den  Eadius  bezeichnet;  und  bei  gleichmäßiger  Volumladung 

3    I?* 
hat  sie  den  nur  wenig  größeren  Wert  i*'  =  ^-r —  — • 
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Ein  Drehmoment  tritt  nach  (190)  und  (192)  nicht  auf,  vvas 
Ja  auch  aus  Symmetriegründen  einleuchtet.  Die  hier  berechneten 
Werte  von  ®e  und  E  gelten  streng  nur  für  völlig  unbeschleunigte 
Bewegung.  Doch  wird  man  sie  als  brauchbare  Näherung  an- 
wenden können,  wenn  die  Beschleunigung  so  gering  ist,  daß  sie 
keinen  erheblichen  Einfluß  auf  das  Feld  hat.  Man  spricht  in 
diesem  Falle  von  „quasistationärer"  Bewegung. 

§  18.    Die  Theorie  des  Trouton- Noble  sehen  Versuches. 

a)  Berechnung  des  Drehmomentes  aus  der  Erhaltung 
des  Drehimpulses.  An  dieser  Stelle  bietet  sich  nun  auch  die  Ge- 
legenheit, die  Theorie  des  wichtigen,  in  §  2  nur  kurz  erwähnten  Kon- 
densatorversuches von  Trouton  und  Noble  nachzuholen.  Wir 
wollen  hier  zeigen,  daß  ein  bewegter  Kondensator  von  den  pondero- 
motorischen  Kräften  seines  Feldes  ein  Drehmoment  erfährt.  Die 
genannten  Autoren  wollten  dies  Drehmoment  an  einem  mit  der  Erde 
bewegten  Kondensator  nachweisen;  und  zwar  erwarteten  sie,  da  er 
sehr  leicht  drehbar  an  einer  empfindlichen  bifilaren  Aufhängung 
befestigt  war,  als  Folge  dieses  Drehmomentes  eine  Drehung.  Ihr 
Eintreten  wäre  ein  Widerspruch  gegen  das  Eelativitätsprinzip 
gewesen.  Denn  in  dem  System  KP,  in  welchem  die  Erde  ruht, 
liegt  ein  elektrostatisches  Feld  vor  und  dies  veranlaßt  die  Ge- 
samtheit der  zugehörigen  Ladungsträger  nie  zu  einer  Drehung. 
Weshalb  aber  die  Drehung  nicht  eintritt,  trotzdem  auch  nach  der 
Relativitätstheorie  jenes  Drehmoment  vorhanden  ist,  wenn  man 
ein  anderes  Bezugssystem  benutzt,  kann  freilich  noch  nicht  hier, 
sondern  erst  in  §  31  und  33  erklärt  werden. 

Wir  berechnen  das  Drehmoment  zunächst  im  Anschluß  an 
Gleichung  (190)  im  vorhergehenden  Paragraphen.  Ist  die  Nor- 
male der  Platten  senkrecht  zur  ^r-Achse  und  bildet  sie  mit  der 
ir-Achse  den  Winkel  %•  bzw.  O"",  so  ist  in  Jt",  da  (S"  zur  Normalen 
parallel  ist, 

@2  =  {(go|cös^«,    (S^  =  |(g°|  smn    ei*  =  0, 

wobei  |@o|  zwischen  den  Platten  räumlich  konstant  ist.     Bei  der 
Ausführung  der  Integration  (189a)  finden  wir  somit: 

®-  =  -h-=T^''    ®-'  =  -^"7^ ^"'   ®ez-=0  .    (193) 
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Wegen  der  Loren tz-Koutraktion  bildet  die  Plattennormale 
im  System  K  einen  anderen  Winkel  O"  mit  der  a;- Achse  als  in  EP\ 
doch  ist  der  Unterschied  eine  Größe  zweiter  Ordnung.  Die 
Komponente  von  @e  in  der  Richtung  der  Normalen  ist  somit  bis 
auf  Größen  zweiter  Ordnung: 

@,„  =  @,^  cos  -^0  -h  ®ey  sin  &°  =  0. 

Mit  der  angegebenen  Genauigkeit  liegt  daher  der  Impuls  ®  par- 
allel den  Platten.  Das  Drehmoment,  welches  gemäß  (190)  auf 
den  Kondensator  um  eine  in  der  ^-Richtung  liegende  Achse  aus- 
geübt wird,  hat  nach  (193)  den  Betrag 

5r(,  =  _q,a,  =  ^-^^^'-^'-    •    '    •  (193a) 

b)  Anschauliche  Berechnung  des  Drehmomentes.  Die 
unter  a)  angestellte  Überlegung  ist  zwar  durchaus  zwingend.  Aber 
anschaulicher  ist  es,  zu  fragen:  Welches  sind  die  Kräftepaare, 
welche  dies  Drehmoment  hervorbringen,  und  wo  greifen  sie  anV 
Dies  soll  im  folgenden  beantwortet  werden.  Zur  möglichsten 
Vereinfachung  setzten  wir  dabei  voraus,  daß  die  Kondensator- 
platten Rechtecke  sind  *) ,  deren  Seiten  a  und  b  groß  sind  gegen 
den  Plattenabstand  d,  daß  ferner  die  Plattendicke  auch  gegen  d 
klein  ist  und  geradezu  als  unendlich  klein  betrachtet  werden  kann. 
Für  das  Ergebnis  sind  diese  Voraussetzungen  unwesentlich.  Die 
Geschwindigkeit  q   sei  senkrecht  auf  den  Seiten  von  der  Länge  h. 

c)  Die  am  ruhenden  Kondensator  angreifenden 
Kräfte.  Weitaus  die  stärkste  Kraftwirkung,  welche  der  Kon- 
densator erfährt,  besteht  natürlich  in  der  Anziehung,  welche 
die  Platten  aufeinander  ausüben;  sie  hat,  soweit  das  Feld  im 
Inneren  als  homogen  betrachtet  werden  darf,  pro  Flächeneinheit 
die  Stärke  |  ©"  .  Denn  so  groß  ist  die  Spannung  parallel  zu  den 
Kraftlinien ,  wie  man  an  (X)  sieht ,  indem  man  die  x  -  Richtung 
parallel  zu  (S  wählt.  Da  diese  Linien  senkrecht  auf  den  Flächen 
endigen,  überträgt  sie  sich  als  nach  außen  ziehende  Kraft 
pro  Flächeneinheit  auf  diese.  Nach  den  obigen  Annahmen  über 
das  Verhältnis  von  a  und  b  zu  d  dürfen  wir  aber  alle  Rand- 
wirkungen, welche  diesen  Wert  abändern,  vernachlässigen.    Somit 


•)  Diese  durchaus   unwesentliche  Annahme  ließe   sich  leicht  be- 
liebig abändern. 
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dürfen  wir  diese  Anziehung  darstellen  durch  zwei  zu  den  Platten 
senkrechte  Kräfte  +  ^f  von  der  Stärke 

\^^\  =ia&@°'  =  ^ (194) 

deren  Angriffspunkte  die  Mittelpunkte  der  Platten  sind.  Weit 
weniger  stark,  aber  dennoch  für  unsere  Zwecke  in  Betracht 
kommend,  sind  die  Zugkräfte,  welche  am  Rande  wirken. 

Das  elektrostatische  Feld  an  den  Kanten  eines  rechteckigen 
Plattenkondensators  ist  zwar  nicht  exakt  bekannt.  Nach  den 
obigen  Annahmen  unterscheidet  es  sich  aber  nicht  merklich  von 
dem  Falle,  daß  die  Platten  unendlich  ausgedehnte  Halbebenen 
sind.  Erhebliche  Abweichungen  können  nur  an  den  Ecken  auf- 
treten und  sich  auf  ein  Gebiet  erstrecken,  dessen  Abmessungen 
von  der  Größenordnung  des  Plattenabstandes  d,  also  klein  gegen 
die  Seitenlängen  a  und  b  sind. 

Für  den  erwähnten  Fall  unendlich  ausgedehnter  Platten  hat 
nun  Helmholtz  die  Lösung  des  Potentialproblems  gegeben.  Ge- 
sucht ist  dabei  eine  überall  endliche  und  stetige  Potentialfunktion  (p, 
welche  längs  der  Platten  die  vorgeschriebenen  konstanten  Werte 
V  und  —  V  annimmt  und  sonst  überall  der  Gleichung  zl  (p  =  0 
genügt.  Legt  man  die  ;2-Iiichtung  parallel  zu  den  Kanten,  so 
wird  q)  von  ^  unabhängig.  Darin  liegt  die  Vereinfachung  be- 
gründet, welche  die  Lösung  des  Problems  ermöglicht. 

Hat  man  nämlich  eine  aus  zwei  reellen  Funktionen  (p  und  t^ 
zusammengesetzte  komplexe  Funktion  %  =  ip  -\-  i(p  des  komplexen 
Argumentes  u  =  x  -{-  i  i/,  so  genügen  sowohl  ip  als  QP  der  Diffe- 
rentialgleichung 

während  zwischen  cp  und  p  der  Zusammenhang 

^  =  J^,    ^  =  _^ (195) 

besteht.  Die  Kurven  q)  =  const  sind  in  einer  zur  ^-Achse  senk- 
rechten Ebene,  für  welche  wir  die  Diskussion  allein  durchführen, 
die  Niveaulinien,  die  Kurven  ip  =  const,  die  zu  den  ersteren 
überall  senkrecht  stehen ,  sind  die  Kraftlinien  des  Feldes.  Hier 
besteht  nun  der  Zusammenhang: 

«  =  Ur^  -^h ('''«> 
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zwischen  u  und  X]   wenn   man   den   reellen   vom  imaginären  Teil 
ti'ennt,  findet  man: 


2n\v'^  +  '^'^'''{l 


(197) 


Zur  Diskussion  betrachten  wir  vor  allem  die  Niveaulinien 
q>  =  iF;  für  sie  ist  2/  =  zb|^-  Doch  gehören  nicht  alle  Punkte 
dieses  Geradenpaares  zu  jenen  Niveaulinien ;   vielmehr  durchläuft 


nur  die  Werte  von  —  cc  bis  zu 


2n 


und  wieder  zurück,  wenn 


^  von  —  00  bis  -f-  00  geht.  Das  Maximum  entspricht  dem  Wert 
ij;  z=z  0.    Die  Niveaulinien  95  =  +  F  sind  also  die  Teile  der  Linien 

^  =  +1  d^,  welche  von  x  =  — oc  bis  — ^^  reichen.  Sie  geben 
die  Schnitte  der  Kondensatorplatten  mit  der  Zeichenebene  an. 
Diskutiert    man     ähnlich    den    Verlauf    einer    anderen    Niveau- 


—     139     — 

linie  (p  =  9^0  ( !  9'o  1  "^  ^) »  ^^  erkennt  man ,  daß  die  Kraft- 
linien 1^  =  —  oo  weit  im  Inneren,  die  Kraftlinien  t/>  =  -|-  oc  weit 
im  Außenraume  des  Kondensators  verlaufen.  Fig.  1 3  zeigt  die 
Kraftlinien  und  die  Niveaulinien  in  der  Nähe  des  Eandes.  Man 
sieht  an  ihr,  wie  schnell  das  Feld  im  Inneren  homogen  wird, 
ferner,  daß  es  nur  eine  Kraftlinie  (nämlich  ^  =r  0)  gibt,  welche 
nicht  senkrecht  auf  den  Platten  endigt.  Nur  diese  eine  ist  daher 
imstande,  vermöge  der  längs  ihr  herrschenden  Spannung  einen 
Zug  parallel  zu  den  Platten  auszuüben ;  diese  Zugkraft  greift  also 
notwendig  an  der  Kante  an. 

Wegen  der  an  der  Kante  herrschenden  Singularitäten  kann 
man  sie  freilich  nur  auf  einem  Umwege  berechnen.  Man  denke 
sich  irgend  eine  andere  Niveaulinie  (p  ==  (pQ  als  leitende  Be- 
grenzung des  Feldes;  dann  fällt  die  Singularität  fort  und  man 
kann  leicht  ausrechnen,  welche  Kraft  sie  parallel  zu  x  vom  Felde 
erleidet.  Setzt  man  in  diesen  Ausdruck  hinterher  qp^  ::=  V,  so 
erhält  man  den  Wert  für  die  Zugkraft  an  der  Kante. 

Die  Kraft,  welche  auf  das  Linienelement  ds  der  Niveau- 
linie <Pq  (genauer:  auf  ein  Flächenstück,  das  parallel  zu  z  die 
Erstreckung  1  und  in  der  Zeichenebene  die  Länge  d  s  hat)  wirkt, 
hat  den  Betrag 

l^^"ds  =  l(^^fds 
2  2  Von/ 

und  die  Richtung  n,  wenn  n  die  ins  Feld  hinein  weisende  Normale 
von  ds  ist.     Die  x-Komponente  dieser  Kraft  ist: 

und  die  Integralwirkung  auf  die  ganze  Niveaulinie  ist 

Wählen  wir  die  Integrationsrichtung  so,  daß  wir  weit  im  Inneren 
des  Kondensators  beginnen,   so  liegen   ds  und  n  zueinander  wie 

y  und  X.    Infolgedessen  ist  nach  (195)  3^  =  —  s— ;  da  ferner  n 

ri    I 

parallel  zu  der  Kraftlinie  am  gleichen  Orte,  d.  h.  -p-  =  0  ist, 
so  können  wir  -s-  ds  =  dt^)  setzen  und  haben  in  der  Gleichung 
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2  Jon 


cos{nx)dilJ 


dq) 


von  —  oo  bis  -[-  oo  zu  integrieren.     Da  andererseits  3^  =  0  ist, 

wird  ^cos(nx)  =  ^-^-     Nun   folgt   aber   aus  (196)   oder   (197) 
vermittelst  einfacher  Rechnungen: 

H  __  _2V ' 

dx  d 


l+2e^^cos(^<^.)  + 


irV' 


Führen  wir  als  Integrationsvariable  m  =  e  ^     ein,   so  finden  wir, 
da  längs  der  Linie  <p  =  (p'^  zu  integrieren  ist: 


^^Sm(fyo)f- 


du 


~\-2ucos(^cf^^-\-n* 


7id 


arc  ig 


_  F^« 


F* 


Im  Grenzfall  (p  =  V  wird  hieraus  Ä^   =  -j'      ^^^ch  ist    dabei 

zunächst  so  gerechnet,  als  hätte  der  Kondensator  die  Ausdehnung  1 
senkrecht  zur  Zeichenebene.  Auf  die  Kanten  h  der  oben  be- 
trachteten Kondensatoren  wirkt  daher  eine  in  ihrem  Mittelpunkte 
angreifende,  nach  außen  ziehende  Kraft  vom  Betrage 

hV^  1   TT" 

l«i'^=^  =  5V ("8) 

da  die  elektrostatische  Energie  des  Kondensators  von  der  Platten- 
gi'öße  ab  in  der  obigen  Annäherung 


£.  =  |aM(ify  =  22^r^ 


gesetzt  werden  kann.  Das  entsprechende  gilt  für  die  Kanten 
von  der  Länge  a ;  doch  kommen  die  hierauf  wirkenden  Kräfte,  wie 
wir  sehen  werden,  im  folgenden  nicht  in  Betracht. 

d)  Die   Transformation   vom  Ruhsystem    auf   ein 
anderes  Bezugssystem.    Das  Ergebnis  des  Abschnittes  c)  ist 
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in  Fig.  14  veranschaulicht,  die  einen  zu  den  Kanten  fe  senkrechten 
Querschnitt  durch  die  Mitte  des  Kondensators  (in  Bezugssystem  X") 
darstellt.  In  den  Plattenmittelpunkten  M  und  M'  greifen  die 
Kräfte  i^f,  in  den  Mittelpunkten  Ä,  B,  Ä',  B'  der  Kanten  die 
Kräfte  +  ^2*  ^^'  -^^^  Längen  der  diese  Kräfte  darstellenden 
Strecken  konnten  freilich  nicht  gut  entsprechend  (194)  und  (198) 
gezeichnet  -werden.  Wohl  aber  gibt  diese  und  die  folgende  Figur 
die  Richtungen  der  Kräfte  richtig  wieder.  Der  Augenschein  lehrt, 
daß  ein  Drehmoment  nicht  ausgeübt  wird  —  was  ja  selbst- 
verständlich ist. 

Zur  Ausführung  der  Transformation  wählen  wir  wieder  die 
Achsenkreuze  in  beiden  Systemen  parallel  zueinander,  die  ^r-Richtung 


Fig.  14. 


parallel  zu  den  Kanten  l>,  die  x- Richtung  parallel  zur  Relativ- 
geschwindigkeit q  von  K^  gegen  K.  Den  Winkel,  welchen  in  K'^ 
die  Platten  normale  mit  letzterer  Richtung  bildet,  nennen  wir 
wieder  d-o.  Für  die  Koordinaten  der  Punkte  M,  M\  A,  B,  Ä',  B', 
gelten  dann  die  folgenden  Beziehungen: 

yii  —  Vm'  =  dsin»^,  y\  —  yB  =  yl'  —  y%'=a cos -^o  .  .  (199) 
Ferner  ist  nach  (194)  und  (198) 


E^ 


^1%  =  —^cos-Ö-o, 


1  v 
11^  =  —tfL  sin  90 


(200) 


Nun  wenden  wir  auf  die  Koordinaten  die  Transformation  XI 
mit  V  =  C{x,  auf  die  Kräfte  die  Formel  (187) 
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iiO      &    e.0 


Vau      '>vy    ovy 


r- 


=  ^  Vi-h 


c 


an.     Das  Ergebnis  zeigt  Fig.  15  (bei  welcher 


^°=T'    ]/l-S  =  ^  d.h.  g  =  0,866c 
angenommen  ist). 

Einmal  ist  die  Form  des  Kondensators  infolge  der  Lorentz- 
Kontraktion  verzerrt,  sodann  haben  alle  Kräfte  wegen  der  Ver- 
kleinerung der  j/- Komponente  ihre  Richtung  geändert.  Der 
Augenschein  lehrt,  daß  hier  ein  Drehmoment  in  dem  in  der  Figur 
gezeichneten  Sinne  auf  den  Kondensator  ausgeübt  wird.  Dasselbe 
zeigt  auch  die  Rechnung,  denn  nach  (163)  ist 

was,  auf  K^  angewandt,  nach  (198) 

dn  =  ^(:lO^^_  2/0^0)  ^  Q. 

ergibt.  Für  das  System  K  folgt  hieraus  nach  den  angegebenen 
Transformationen : 

9ll^=S^X^^'y[l-^)-t,0^lj  =  -t^yO^o     _     (201) 

Trennt  man  hier  die  Anteile  der  verschiedenen  Kräftepaare,  so 
entspricht   den  Kräften  +  ^i  nach  (199)  und  (200)  das  Moment 

- 1  ii/M  -  2/Sf')  Äix  =  \f.Eo  sin  2  &\ 

den   vier  Kräften  4;  Ä2  zusammen   aber   das   gleichgroße  Moment 

Das  gesamte  Moment  ist  somit 

9?,  =  tE0sin2d^ 

wie  wir  es  auch  früher  fanden.  Die  Kräfte,  welche  auf  die 
Kanten  a  wirken,  sind  parallel  zu  2  und  bleiben  bei  der  Trans- 
formation wie  auch  die  Verbindungslinie  ihrer  Angriffspunkte 
parallel  zu  g,  geben  somit  kein  Drehmoment. 

e)  Die  Stellung  der  Absoluttheorie  zu  diesem  Ver- 
suche.   Will  man  aus  dem  Trouton-Nobleschen  Versuche  eine 
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Entscheidung  zwischen  beiden  Theorien  ableiten,  so  muß  man 
zeigen,  daß  auch  nach  der  älteren  Theorie  wenigstens  in  An- 
näherung dasselbe  Drehmoment  herauskommt.  Dies  geschieht  am 
einfachsten  im  Anschluß  an  Absatz  a).  Da  sich  beide  Theorien 
nicht  in  den  Grundgleichungen  für  das  elektromagnetische  Feld, 
sondern,  soweit  hier  in  Betracht  kommt,  nur  in  ihren  Aussagen 
über  die  Form  des  bewegten  Kondensators  unterscheiden,  diese 
Unterschiede  bei  kleinen  Geschwindigkeiten  aber  klein  von  der 
zweiten  Ordnung  sind,  so  gelten  die  zu  der  Gleichung  (193a) 
führenden  Betrachtungen  mit  großer  Annäherung  auch  in  der 
Absoluttheorie.  Auch  nach  dieser  hat  der  elektromagnetische 
Impuls  eine  zur  Geschwindigkeit  senkrechte  Komponente.  Wegen 
der  Erhaltung  des  Drehimpulses  läßt  sich  daraus  wie  in  §  17,  c)  auf 
ein  Drehmoment  schließen.  Dessen  Wert  weicht  nur  in  Gliedern 
höherer  Ordnung  von  dem  berechneten  ab. 

Der  Unterschied  beider  Theorien  zeigt  sich  erst  wesentlich, 
wenn  man  nach  der  Wii'kung  dieses  Drehmomentes  fragt.  Nach 
der  Newton  sehen  Mechanik,  welche  in  der  Absoluttheorie  ja  bei- 
behalten wird,  muß  eine  Drehung  die  Folge  sein;  nach  dem 
Eelativitätsprinzip  darf  sie,  wie  wir  unter  a)  gesehen  haben, 
nicht  eintreten.  Das  Yersuchsergebnis  entscheidet  für  das  Re- 
lativitätsprinzip. 

§  19.     Ungleichförmig  bewegte  Ladungsträger. 

a)  Die  Differentialgleichung  des  Viererpotentials. 
Die  Form  der  Gleichung  (XIV)  legt  es  nahe,  zur  Untersuchung 
des  Feldes  beliebig  bewegter  Elektrizitätsmengen  einen  neuen 
Vierervektor,  das  Viererpotential  0  durch  die  Definition 

W  =  moi  0 (202) 

einzuführen.     Denn  dann  wird  nach  §  12,  c) 

m'  =  SRot*0; 

also  wird  (XTV)  nach  Rechnungsregel  (112)  identisch  erfüllt.    Die 
Gleichung  (XHI)  dagegen  geht  nach  (115)  über  in 

DO  —  Fquö  (Div  0)  =  —  P (203) 

Indessen  ist  durch  den  Ansatz  (202)  bei  gegebenem  Wc  der 
Vektor  0  noch  nicht  vollständig  bestimmt;  man  kann  ihm  noch 
einen   Vektor    5*"  hinzufügen,    welcher    sich    als    Grradient   einer 
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skalaren  Funktion  U(x,y,z,l)  darstellt.  Denn  dann  ist  9Jot  W^^=0. 
Wir  wollen  nun  noch  die  Nebenbedingung  hinzufügen,  daß 

BivO  =  0 r204) 

sein  soll,  so  daß  0  der  Potentialgleichung  in  vier  Dimen- 
sionen „    _  T,  ^^.. 

nO  =  —  p i20o) 

genügt.  Jener  eventuell  hinzutretende  Vektor  muß  dann  auch 
noch  die  zweite  Bedingung  Div  W  =  0  erfüllen ,  und  'P*  =  0 
ist  zwar  nicht  der  einzige*),  jedenfalls  aber  ein  möglicher  Ansatz 
dazu.  Die  Definitionen  (202)  und  (204)  vertragen  sich  also  mit- 
einander. 

Wie  bei  jedem  Vierervektor  bilden  die  räumlichen  Kompo- 
nenten von  0  einen  Eaumvektor,  den  man  als  das  Vektor- 
potential %  bezeichnet,  während  die  Komponente  ^„  für  rein 
räumliche  Drehungen  des  Achsenkreuzes  ein  Skalar,  und  zwar  das 
Skalare  Potential  (p  ist.  Nach  (108),  (109),  (135)  und  (138) 
gehen  somit  die  Differentialgleichungen  (202),  (204)  und  (205) 
über  in : 


l  =  — 

-  grad  T  —  ^  äf'    ^  =  ^ot)& 

(202  a) 

rli„  ^f  4_  1  ^  '^  —  0  .     ■     .    . 

(204a) 

^^^^^  cdt  —^ 

C2   dt^ 

1              .           1  d<f 

—   Q  ■ 

(205a) 

Wir  wollen  zunächst  das  Viererpotential  O  aus  der  als  gegeben 
angesehenen  Funktion  P  von  x,  y,  g,  l,  oder,  was  dasselbe  sagt, 
%  aus  Q<\  und  (p  aus  Q  bestimmen. 

b)  Die  Integration  der  Wellengleichung.  Die  vier- 
dimensionale  Potentialgleichung 

D  qp  =  —  Q 

*)  Im  Dreidimensionalen  ist  bekanntlich  jeder  Vektor,  der  im 
Uneiidlichen  hinreichend  klein  wird,  durch  Angabe  der  Rotation  und 
der  Divergenz  eindeutig  bestimmt.  Der  Beweis  beruht  darauf,  daß 
eine  skalare  Punktion  fp  eine  Konstante  ist,  wenn 

ltöi)+(ll)+(^r)>«=» 

ist.  Im  Vierdimeusionalen  gilt  nichts  Analoges,  weil  die  vierte  Koordi- 
rate  1  imaginär  ist. 
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läßt  sich  ähnlich  durch  ein  bestimmtes  Integral  lösen,  wie  die 
entsprechende  Differentialgleichung 

Zirp  =  —  Q      * 

für  drei  Dimensionen,  wenn  man  von  der  Bemerkung  ausgeht, 
daß  die  Funktion 

J_ 1^ 

R^  —  {X-  x,)^  -h  (2/  -  2/o)^  -f  (^  -  ~'o)^  +  a  -  ?o)' 
als  Lösung  der  ersteren  der  bekannten  Lösung 

1^ 1 

»•  "~  y (a;  -  Xo)2  +  (2/  -  yo)^  +  (^  -  ^o)^ 
der  letzteren  durchaus  entspricht.    Jeder  der  Wege,  auf  dem  man 

471  J  r 
ableiten  kann,  läßt  sich  übertragen  und  liefert  die  Formel 

Aber  diese  Formel  läßt  sich  nicht  ohne  weiteres  anwenden,  weil 
man  bei  ihrer  Herleitung  die  vierte  Veränderliche  Z  als  reell  an- 
sehen muß,  während  die  Funktion  Q  natürlich  für  reelle  Werte 
von  t,  und  nur  für  solche,  also  für  imaginäre  Werte  von  l 
gegeben  ist.  Herglotz  i)  und  Sommerfeld  haben  zwar  einen 
Weg  angegeben,  auf  dem  man  die  Integration  nach  reellem  l  in 
eine  solche  nach  reellem  t  verwandeln  kann.  Wir  lösen  gewisser 
mathematischer  Bedenken  wegen  diese  Differentialgleichung  lieber 
nach  der  älteren  Art,  indem  wir  sie  als  Wellengleichung 

^9-^"^  =  -9 (206) 

auffassen;  dabei  ist  selbstverständlich  t  reeU. 
Im  Gauß sehen  Satz  x) 

^div^dS  =  —\'^nd6 

setzen  wir  den  Vektor 

33  =  9  grad  ip  —  t//  grad  (p, 

wobei  (p  und  ip  zwei  skalare  Funktionen  von  X,  y,  z,  t  sind,  die, 
um  der  diesem  Satz  zugrunde  liegenden  Annahme  eines  stetigen 
Verhaltens   von   33    zu   genügen,    samt   ihren    ersten  Ableitungen 

Laue,  Belativitätspiinzip.    4.  Aufl.  XO 
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nach  X,  y,  z  im.Integrationsbereicb  stetig  sein  müssen.  Dieser 
Satz  nimmt  dann  die  Gestalt  an : 

Nun   soll   cp  eine  Lösung  von   Gleichung  (206)   sein;  für  7^ 
aber  soll  .    -^o  , 

^-^-^7?  =  » (20^) 

gelten.  Benutzen  wir  das  zur  Elimination  von  z/qo  und  ^t/^, 
so  folgt: 

Multiplizieren  wir  hier  mit  dt  und  integrieren  wir  nach  t  zwischen 
den  Zeitpunkten  i-^  und  <2»  so  können  wir  unter  dem  ersten  Raum- 
integral  diese  Integration  ausführen  und  erhalten : 

u 


(208) 


Dabei  haben   wir  vorausgesetzt,   daß  95,1^  sowie  -^-7- ,  -tt   stetige 

Funktionen  von  t  sind. 

Über  die  Funktion  tl)   verfügen   wir  jetzt   noch  weiter;   wir 
machen  nämlich  den  Ansatz 

^  =  1  F(t  +  '-)  [r2  =  {x-  xpY  +  (t/  -  ypf  +  (z-  zpf-] 

der,  wie  man  sich  durch  Rechnung  überzeugt,  der  Differential- 
gleichung (207)  genügt.  Sie  stellt  dann  eine  Kugelwelle  dar, 
welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  c  auf  den  Raumpunkt  P 
zusammenzieht,  dessen  Koordinaten  Xp,  yp,  Zp  sind.  Die  Funktion 
F{s)  soll  ferner  für  alle  von  Null  wesentlich  verschiedenen  Werte 
von  s  verschwinden,  dagegen  in  der  Nähe  von  s  =  0  erhebliche 
positive  Werte  annehmen,  und  zwar  so,  daß 

+  00 

\F{s)ds  =  i 
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ist.     Als  Beispiel  für  eine  solche  Funktion  können  wir 

Fis)  =  -^e-."''' 

hinstellen;  sie  erfüllt  unsere  Forderungen  um  so  besser,  je  größer 
wir  den  positiven  Parameter  (W,  wählen.  Wir  denken  uns  im  folgen- 
den daher  stets  als  Schluß  unserer  Umformungen  den  Grenzübergang 
zu  zu.  =  c»  ausgeführt.  —  Es  gäbe  übrigens  noch  unendlich  viele 
andere  Funktionen,  welche  dasselbe  leisten.  —  Die  erwähnte 
Kugelwelle  wird  bei  diesem  Grenzübergang  unendlich  schmal;  sie 
gelangt  nach  dem  Punkt  P,  in  welchem  r  =  0  ist,  zur  Zeit  <  :^  0. 

Gleichung  (208)  wenden  wir  an  auf  einen  Raumteil,  welcher 
den  Punkt  P  enthält.  Da  i/^  in  P  nicht  stetig  ist,  müssen  wir 
diesen  Punkt  zunächst  durch  eine  kleine  Kugel  vom  Radius  a 
vom  Integrationsbereich  ausschließen,  so  daß  dieser  neben  seiner 
äußeren  Begrenzung  diese  Kugel  als  innere  Grenzfläche  erhält. 
Das  rechts   stehende  Flächenintegral  ist  über  beide  auszuführen. 

Wählen  wir  nun  tz  positiv,  fj  aber  negativ  und  seinem  abso- 

luten Wert  nach  so  groß,  daß  fj  -] für  alle  im  Integrationsbereich 

vorkommenden  Entfernungen  r  von  P  einen  erheblichen  nega- 
tiven Wert  annimmt,  so  verschwinden  in  dem  ersten  Raumintegral 
in  (210)  die  auf  die  beiden  Zeitgrenzen  bezüglichen  Werte  von  ^ 

und  -s—  •   Also  fällt  dies  Integral  fort.     Im  zweiten  Raumintegral 

können  wir  die  Reihenfolge  der  Integrationen  vertauschen: 

h  h 

Machen  wir  aber  an  dem  Zeitintegral  den  Grenzübergang  zu  un- 
endlichem /LI,  so  finden  wir  dafür: 

^QF(t-^'-)dt  =  Q-rle^F(t+^)dt 
h  h 

=    Q-rlc  \F{s)dS  =  Q-rjc' 

OO 

10* 
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Der  Index  — rjc  soll  bedeuten,  daß  man  — rjc  statt  t  in  die 
Funktion  Q{x,y,z,i)  zu  setzen  hat;  dieser  Wert  von  t  ist  nämlich 
der  einzige,  für  den  nach  unseren  Voraussetzungen  die  Funktion 

Fit  -) j  von  Null  verschieden  ist.     Also: 

\dt\^QdS=y-=^dS (209) 

h 
Wir  gehen  nun  zu  dem  Anteü  am  Flächenintegral  in  (208) 
über,  den  die  kleine  Kugel  um  P  liefert.    Führen  wir  den  körper- 
lichen Winkel  da,  unter  welchem  ein  Fläch enelement  dö  von  P 
aus  erscheint,  statt  dö  ein,  so  ist 

dö  =  a^da, 
ferner 

A  —  A 
dn         dr 

zu  setzen,  da  die  innere  Normale  des  Integrationsbereiches  hier 
in  die  Richtung  des  wachsenden  r  fällt.     Das  ergibt: 


■^F(t  + 
a      \      ' 


a\d(p 
cj  dr 


dca. 


Setzen  wir  nun  ferner  a  =  const.(i~*,  so  verschwinden  hier  beim 
Grenzübergang  zu  unendlichem  u  alle  die  Summanden,  welche  a 
als  Faktor  enthalten  gegen  das  allein  von  a  freie  Glied 

's  <g 

^dt  j(pF(t)d(o  =  ^dtF(t)j(pd(o. 
h  h 

Da  sich  q)  auf  der  unendlich  kleinen  Kugel  nicht  verändert,   ist 


\q)da  =  4:nq)p, 
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ein  Wert,   der  natürlich  noch  von  t  abhängt;    nach  unseren  An- 
nahmen über  F{s)  ist  aber 

4:7C  ^(ppF{t)dt  =  A7i{cpp)t  =  o    ....    (210) 
h 
Also  ist  dies  der  Anteil  der  Kugel  am  Flächenintegral   von  (208) 
im  Grenzfall  eines  unendlich  großen  (i. 

Zu  berechnen  bleibt  nun  noch  der  Anteil  der  äußeren  Grenz- 
fläche; auch  hierin  läßt  sich  die  Integration  nach  t  ausführen. 
Zunächst  ist  wegen  der  Eigenschaften  von  F  [vgl.  die  Ableitung 
von  (209)] 


ZU  setzen  und 

'2  '-'     r  ,  1 


-j/^..  =  -  j4'^^('+7)  +  ^aT.'^lr^] 

;r  dti  j  ^ 


^1  }  dF(t+r.) 

r        1  or   [  \        cj  j. 

dt 


^-"■l'dn        crdn]'^  dt 

H 

Die   zweite  Hälfte   dieses   Integrales   können   wir  durch  partielle 
Integration  umformen,  wobei  nach  unseren  Annahmen  über  t-^  und  <2 


wird:  also  : 


<2        -,    -r,  /  ,        ?■  '\  '2 


cp^Isljldt=^l^{F(t^'-)^-^dt 
^         dt  croH  I      \     ^    c/  dt 


1  dr 

er  077 


(211a) 


1  dr  /d<p\ 

AJtJ-r 


crdn\dt  J—rjc  } 

Nach  (209),  (210),  (211)  und  (211a)  nimmt  Gleichung  (208) 
die  Gestalt  an:  r 

(9>p).  =  o=  |-^     -Q-ricdS 

4  7iJ      ^    ^'"dn        er  dn\dtJ-rjc        r  \dn/-ric  \ 
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Danach  kann  man  <pp  für  die  Zeit  0  berechnen.  Für  eine  beliebige 
Zeit  t  aber  gilt  natürlich,  da  man  t  immer  um  eine  additive  Kon- 
stante verändern  kann, 

9^^  =  4^     7  9t-rlc  d  S 
rf  d- 

~^477j      ^^-'■l'dn        crdn\dtJt-rlc        r  KdnJt-rjc 


dö. 


Faßt  man   schließlich  noch  die  beiden  ersten   Summanden   unter 
dem  Flächenintegral  zu 
d 
d: 


dnlr  ^  \         cjj 


zusammen  (doch  ist  dabei  die  Differentiation  so  auszuführen,  daß 
nur  r,  wo  es  explizite  auftritt,  als  veränderlich  zu  betrachten  ist; 
den  Größen  dagegen,  von  denen  <p  sonst  abhängt,  hat  man  den 
Wert  zu  lassen,  der  ihnen  auf  dö  zukommt),  so  erhält  man: 


+  4 


9'P  =  4^J  -Qt-ricdS 
n  j\dnlr  ^  \         c)\        r  \d n/t  —  rjcf 


(212) 


Das  hier  auftretende  Flächenintegral  ist  für  Kirchhoffs 
Theorie  der  Beugung  von  größter  Bedeutung.  Entsprechende 
Formeln  gelten  nach  (205  a)  für  jede  Komponente  des  Vektor- 
potentials %,  nur  daß  dann  Q  durch  die  entsprechende  Kompo- 
nente des  Vektors  —  ^  q  zu  ersetzen  ist. 

Wenn  in  unserem  Bezugssystem  sämtliche  Ladungsträger 
ruhen,  so  erfüllen  wir  die  Differentialgleichungen  (204a)  und 
(20öa),  indem  wir  21  =  0  und  dem  skalaren  Potential  nach  (212) 
den  aus  der  Potentialtheorie  wohlbekannten  Wert 

^         4c  n   ]  r  '    4:  n  j  \^  on        r  an 

geben.  Wenden  wir  diese  Formel  auf  das  Innere  einer  großen 
Kugel  als  Integrationsbereich  an,  so  wissen  wir  aus  der  Potential- 
theorie,  daß  mit  wachsendem  Radius  B.  der  Kugel  (p  mindestens 
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ö  "vi, 

wie  E~^,  ^  mindestens  wie  E~^  und  ^—  =  -f-  .^  wie  B    ^  ver- 
on  o  n  li' 

schwindet.    Der  Integrationsbereich  wächst  zwar  wie  E^,  dennoch 
verschwindet  das  Integral  mindestens  wie  E"^. 

Wenn  sich  nun  die  zu  betrachtenden  Ladungsträger  bewegen, 
30  können  wir  doch  annehmen,  daß  sie  bis  zu  einem  längst  ver- 
gangenen Zeitpunkt  ruhten,  und  wir  können  die  Grenzflächen 
des  Integrationsbereiches  so  weit  entfernt  wählen,  daß  die  infolge 
der  Bewegung  eingetretenen  Veränderungen  noch  nicht  bei  ihr 
eingetroffen  sind.  Dann  ist  an  ihr  für  den  Zeitpunkt  t  immer 
noch  %  z=  0  und  cp  hat  den  elektrostatischen  ''Vert,  der  das 
Flächenintegral  zu  Null  macht.  Also  können  wir  als  Lösungen 
von  (205a)  hinschreiben: 


^r^J?^^'')'-^/'^^^'   ^'^ÄJ? 


Daß  sie  auch  der  Differentialgleichung  (204a)  genügen,  wollen 
wir  erst  im  nächsten  Abschnitt  nachweisen. 

Da  für  die  zur  Zeit  t  im  Aufpunkt  herrschenden  Werte 
dieser  Potentiale  nicht  der  gleichzeitige  Zustand  in  dS,  sondern 
ein  früherer  maßgebend  ist,  bezeichnet  man  sie  als  verzögerte 
Potentiale. 

c)  Die  Formel  für  das  Viererpotential.  Um  das  Ergebnis 
(213)  auf  das  Viererpotential  0  zu  übertragen,  zeichnen  wir  in 
Fig.  16  den  Weltpunkt  0,  welcher  den  Raumpunkt  P  zur  Zeit  t 
darstellt,  und  seineu  Vorkegel,  desgleichen  die  Gesamtheit  der 
Weltlinien,  welche  eine  Ladung  von  unendlich  geringer  Aus- 
dehnung in  ihrer  Bewegung  darstellen;  diese  bilden  zusammen 
eine  unendHch  dünne  „Weltröhre".  Diese  Weltröhre  schneidet 
aus  dem  Vorkegel  beim  Punkt  L,  dem  „Lichtpunkt"  der  Röhre 
in  bezug  auf  0,  ein  dreidimensionales  Gebiet  dc3  heraus;  die 
Projektion  des  Punktes  L  auf  den  X,  y,  ^-Raum  nennen  wir  Q, 
die  Projektion  von  da,  die  natürlich  den  Punkt  Q  umgibt,  dS*)- 


*)  Die  Zeichenebene  in  Fig.  16  ist  die  durch  0  und  L  gehende, 
zur  M- Achse  des  benutzten  Bezugssystems  parallele  Ebene.  Im  all- 
gemeinen verläuft  die  Weltröhre  natürlich  nicht  in  dieser  Ebene,  wie 
es  in  der  Figur  der  Deutlichkeit  halber  angenommen  ist;  das  hat  aber 
für  das  weitere  keine  nachteiligen  Folgen. 
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Nach  dS  ist  in   (213)  zu   integrieren,  und  der  Index  t 


läßt 


sich  so  deuten,  daß  zu  jedem  dS  der  Wert  von  Qc\  und  Q  zu 
nehmen  ist,  der  dem  in  der  m- Richtung  darüber  liegenden  Punkt 
des  Vorkegels  entspricht.    Wegen  (135)  und  wegen 

%^  =  0^  usw.  (p  =  Ou (214) 


lautet  daher  die  vierdimensionale  Übertragung  der  Formeln  (213): 

^=-LU^' (215) 

471 J         r 

An    diese  Gleichung   und    an   Fig.  16    läßt    sich    leicht    der 


D  — 

Eicbtuog 

Fig.  16. 

k 

0 

// 

. ^%/i 
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\, 
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\ 

"-,  11  « 

j,y,z  — Eaam 


Beweis  anschließen,  daß  durch  (213)  auch  die  bisher  nicht  berück- 
sichtigte Gleichung  (204  a)  erfüllt  ist;  denn  diese  ist  identisch  mit 
der  Gleichung  (204)  für  0.  Um  Div  O  zu  bilden,  haben  wir 
den  Aufpunkt  0  um  unendlich  Kleines  nach  den  vier  Koordinaten- 
richtungen zu  verrücken.  Jede  dieser  Bewegungen  macht  sein 
Vorkegel  vollständig  mit.  Denken  wir  uns  auch  den  Punkt  L 
fest  an  dem  Kegel  haftend,  so  kommt  L  bei  der  Verrückung  dx, 

nach   einem  Punkte,  in  welchem  (Pz)i  um  (-3-^)  dx  größer  ist 

als  vorher.  Das  Volumenelement  dS  aber,  das  durch  Projektion 
des  bei  L  gelegenen  Kegelelementes  dco  entsteht,  bleibt  in  der 
Größe    unverändert,    ebenso    der    Abstand    p  Q   =  r ,    da    die 
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Punkte  P  und  Q  dieselbe  Verrückung  erleiden.     Infolgedessen  ist 

d*x         1  (/dPx\    dS 


dx  4tn\  \  dx  Jl  r  ' 

und  da  für  die  Verrückungen  dy,  dz,  du  ganz  Entsprechendos  gilt, 
nach  (141  a): 

wie  es  (204)  verlangt. 

Da  in  (215)  0  und  P  Vierervektoren  sind,  muß  dSjr  ein 
vSkalar  sein  und  sich  nicht  ändern,  wenn  man  die  in  Fig.  16  vor- 
genommene Konstruktion  von  dS  und  r  für  das  gleiche  Element 
do  des  Vorkegels  von  0  nach  verschiedenen  Bezugssystemen  aus- 
führt. Dies  können  wir  auch  unmittelbar  einsehen ,  indem  wir 
den  Raum  da  nach  §  11c  als  einen  auf  dem  Vorkegel  senkrechten 
Vierervektor  iß  auffassen,  dessen  it-Komponente  dann  dS  ist.    Der 

Vierervektor  0  L  =  TI  hat  als  «-Komponente,  wie  die  Figur  zeigt 
(oder  wie  man  aus 

Ux  ■=  Xq  —  Xf,      Tly  ^=  yq  —  yp,        [J^  =z  zq  —  0p, 

w  =  ni  +  ni  +  ii!-m=o 

folgert):  i  '    '   (216) 


n^  =  -]/ni-\-n^+ni  ^  -r 

wo  r  wie  bisher  den  räumlichen  Abstand  der  Raumpunkte  P  und 
Q  bezeichnet.  In  71  und  Si  haben  wir  ein  Beispiel  für  den  in 
§  lOd  besprochenen  Fall,  daß  zwei  singulare  Vektoren  jeder  den 
Betrag  0  haben,  während  man  das  Verhältnis  ihrer  Beträge  den- 
noch aus  dem  Verhältnis  entsprechender  Komponenten  ermitteln 
kann.     D.  h. :  ,  <-,  „  .  ^  . 

7~    ~  liu    ~  r^ ' 

also  in  der  Tat  unabhängig  vom  Bezugssystem. 

Wählen  wir  nun  das  Bezugssystem  jS"",  dessen  ti-Achae  zur 
Richtung  der  Weltröhre  in  L  parallel  ist,  in  welchem  also  die 
oben  betrachtete  Ladung  de  im  Augenblick  der  Entsendung  der 
nach  0  gelangenden  Wirkung  ruht,  so  folgert  man  aus  (215) 
nach  (135)  für  ihr  Viererpotential: 

-^  ^  ^  r,    ^  PuodS°         Q<^dS'>  de     .„.^    V 
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Nach    (216)    ist    infolgedesseu     das    skalare    Produkt    mit    dem 
Vektor  71:  ,      ^ 

(217) 


de 


{n0)  =  -n^oOuo  =  ~ 


Diese  Gleichung  aber  ermöglicht,  das  Viererpotential  in  der  Form 


0 


de  /    Y    \ 

kn  '(/iY)/i 


(218) 


darzustellen;  denn  es  gibt  nur  einen  Vektor,  welcher  die  Rich- 
tung der  in  L  herrschenden  Vierergeschwiudigkeit  Vi  hat  und 
mit  n  das  skalare  Produkt  d 6/ 4:7t  ergibt;  beides  trifft  aber  nach 
(218)  auf  0  zu. 

d)  Vektorielles  und  skalares  Potential,  ausgedrückt 
durch  die  Ladungen.  Die  Gleichung  (213)  wollen  wir  nun  in 
Formeln  für  %  und  cp  zurückübersetzen. 

In  einem  beliebigen  System  K  ist  nach  (83),  (79)  und  (216) 


(^^)^-(yP=^), 


•  ru  = 


fc 


r/Q 


{nvh  = 


(Vcä  -  r/)<2 


.T     ({XQ  —  Xp)(\^Q-^- \ {- 


rc 


(yc2-22)Q 


h(^-^^+-+-)]=<ife|)J 


(219) 


(220) 


wobei  der  Index  Q  den  Hinweis  liefert,  daß  für  q  die  Geschwindig- 
keit zu  wählen  ist,   welche  de  hatte,  als   es   sich  in   Q  befand. 

Man  kann  ihn  durch  den  Index  t  —  —  ersetzen,  wenn,  wie  früher, 

i  die  dem  Weltpunkt  0  entsprechende  Zeit  bedeutet.  Nach  (2 14) 
können  wir  infolgedessen  setzen,  indem  wir  noch  sogleich  über 
die  verschiedenen  Ladungen  de  integrieren: 


51  =  .— 


=  #{'('  +  ?)]-r 


•  (221) 


Diese  auf  die  Elektrizitätsmengen  bezügliche  Form  der  Poten- 
tialgleichungen ist  von  Lienard^)  und  Wiecherts),  die  auf  die 
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Eaumelemente   dS  bezüglicte  Form   (213)   von   Lorentz^)   an- 
gegeben worden. 

§  20.  Das  Elektron  und  sein  Feld  bei  der  Hyperbelbewegung. 

Wir  ■wollen  des  vorhergehenden  Paragraphen  Formeln  be- 
nutzen, um  die  Kraft  Ä  zu  berechnen,  welche  ein  bewegtes  Elek- 
tron auf  sich  selbst  ausübt.  Im  Falle  der  gleichförmigen  Bewegung 
ist  diese  nach  §  17,  c)  stets  Null.  Im  allgemeinsten  Falle  hat  zwai* 
A.Sommerfeld  1904  bis  1905  die  Berechnung  durchgeführt,  aber 
unter  der  damals  selbstverständlichen  Annahme,  daß  die  Form  des 
Elektrons  durch  die  Bewegung  nicht  verändert  wird,  was  die  Re- 
lativitätstheorie nicht  anerkennen  kann.  Es  ist  auch  vorläufig  gar 
nicht  möglich,  diese  Annahme  durch  etwas  Besseres  zu  ersetzen; 
denn  wenn  wir  auch  wissen,  daß  bei  gleichförmiger  Geschwindigkeit 
Kontraktion  stattfindet,  so  können  wir  doch  den  Einfluß  einer  Be- 
schleunigung, zumal  einer  zeitlich  veränderlichen,  nicht  einmal  ab- 
schätzen, solange  wir  nichts  über  die  nicht-elektromagnetischen,  das 
Elektron  zusammenhaltenden  Kräfte  in  seinem  Inneren  wissen.  Das 
allgemeine  Problem  ist  daher  bei  dem  jetzigen  Stande  der  Wissen- 
schaft mathematisch  gar  nicht  zu  formulieren.  Beschränken  wii- 
uns  aber  auf  die  Hyperbelbewegung  (,^  10,  c),  bei  welcher  die 
Beschleunigung,  bezogen  auf  das  jeweils  mitbewegte  System  K°, 
konstant  bleibt,  so  steht  wenigstens  fest,  daß  der  Zustand,  be- 
zogen auf  K'^,  immer  derselbe  ist,  daß  also  Gestalt  und  Ladungs- 
verteilung  in  K*^  unverändert  bleiben.  Von  der  Gestalt  selbst  da- 
gegen wissen  wir  nur,  daß  das  nach  Voraussetzung  bei  völliger 
Ruhe  kugelförmige  Elektron  eine  Rotationsfigur  mit  der  Be- 
schleunigungsrichtung als  ausgezeichneter  Achse  annimmt.  Dies 
reicht  aber  auch  aus,  um  ein  für  kleine  Beschleunigimgen  gültiges 
Resultat  zu  erzielen. 

Ein  allgemeineres  Interesse  bietet  diese  Bewegung,  weil 
sich,  jede  Weltlinie,  welche  doch  im  allgemeinen  eine  dreifach 
gekrümmte  Kurve  ist,  auf  ein  kurzes  Stück  durch  solche  Hyperbel 
annähern  läßt.  Wir  nennen  die  Hyperbel  dann  mit  Minkowski 
die  Krümmungshyperbel,  und  gelangen  zu  ihr  durch  eine 
Konstruktion,  welche  durchaus  dem  Verfahren  zur  Auffindung 
des  Krümmungskreises  einer  Raumkurve  nachgebildet  ist.  Ziehen 
wir  nämlich  in  zwei  infinitesimal  benachbarten  Punkten  der  Welt- 
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linie  die  Tangenten ,  so  bestimmen  diese  die  oskulierende  Ebene, 
Tvelcbe  wir  uns  unbeschadet  der  Allgemeinheit  als  iCM- Ebene 
denken  können,  weil  die  Tangenten  einer  Weltlinie  stets  zeitartige 
Richtung  haben  (§  8).  In  der  oskulierenden  Ebene  gibt  es  nun 
stets  eine  Hyperbel,  welche  mit  der  vorgegebenen  Kurve  die 
beiden  Tangenten  und  ihre  Berührungspunkte  gemeinsam  hat  und 
deren  AsjTnptoten  den  Geraden  a;  =:  +  w  parallel  sind.  Die 
erstere  Bedingung  liefert  nämlich  drei,  die  zweite  zwei  von  den 
fünf  Bestimmungsstücken,  welche  zur  eindeutigen  Bestimmung 
einer  Hyperbel  notwendig  sind.  Wie  sich  die  EJrümmungshyperbel 
einer  Kurve  schon  weit  inniger  anschließt  als  ibre  Tangente,  so 
stellt  die  Hyperbelbewegung  eine  weit  bessere  Annäherung  an  eine 
beliebig  vorgegebene  dar,  als  die  geradlinige  Bewegung. 
Der  Achsenpunkt  u  =  0  der  Hyperbel 

a:2  —  m2  =  |2,     i^  =  r},     z  =  l    .    ,    .    .   (222) 

entspricht  dem  Augenblick  in  der  Bewegung  des  materiellen 
Punktes,  dessen  Weltlinie  die  Hyperbel  ist,  in  welchem  die  Ge- 
schwindigkeit, bezogen  auf  das  in  (222)  benutzte  System  K,  Null 
ist.  Seine  räumlichen  Koordinaten  |,  rj,  ^  sind  gegen  die  Trans- 
formation (XI)  invariant;  d.h.  die  Achsenpunkte  derselben  Hyperbel 
haben  in  allen  Systemen  K',  welche  durch  eine  solche  Trans- 
formation aus  K  hervorgehen  können ,  die  gleichen  Koordinaten. 
Denken  wir  uns  nun  eine  aus  derartigen ,  durch  die  Werte  von 
I,  7],  ^  unterschiedenen  Hyperbeln  zusammengesetzte  Weltröhre, 
so  gibt  der  Bereich  aller  vorkommenden  Werte  |,  r},  t,  das  Volumen 
des  Körpers  in  Ü  an,  dessen  vierdimensionale  Darstellung  die 
Weltröhre  ist,  und  zwar  für  den  Moment  der  Kühe  in  K.  Da 
dieser  Bereich  in  allen  genannten  Systemen  K'  der  gleiche  ist, 
behält  der  Körper  seine  Ruhform  dauernd  beL  Bei  d^rHyperbel- 
bewegung  verhält  sich  der  Körper,  als  wäre  er  starr*). 
Bezogen  auf  ein  und  dasselbe  System  verändert  er  natürlich  in  jedem 


*)  Der  Grenzbe^iff  des  Tinter  allen  "umständen  starren  Körpers 
läßt  sich  zwar  wegen  der  Unmöglichkeit  unendlich  großer  Geschwin- 
digkeiten für  die  Ausbreitung  elastischer  Störungen  nicht  übertragen 
(vgl.  §  7  und  27  a).  Das  schließt  aber  nicht  aus,  daß  sich  gelegentlich 
ein  Körper  wie  ein  starrer  bewegt;  kann  sich  doch  auch  nach  der 
klassischen  Hydrodynamik  ein  Flüssigkeitsteilchen  unter  Um  Ständer 
bewegen,  als  wäre  es  starr. 
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Fig.  17. 


Augenblick  seine  Form  entsprechend  der  Lorentz -Kontraktion. 
Diese  Bewegung  wollen  wir  im  folgenden  dem  Elektron  zuschreiben, 
a)  Das  Viererpotential.  Der  erste  Schritt  zur  Dösung 
der  Aufgabe  besteht  in  der  Berechnung  des  Viererpotentials. 
Dabei  beschränken  wir  uns  aber  auf  Aufpunkte,  welche  mit  dem 
Mittelpunkt  M  der  Hyperbelbewegung  gleichzeitig  gemacht  werdea 
können  (§  8).     Denn  alle  Hyperbeln  (222)  liegen,  da 

^2  +  2/2  +  ^'  —  u'-  =  ^^-^n^-{-t^>o 

ist,  notwendig  im  Zwischengebiet;  Weltpunkte  diesseits  oder  jenseita 
von  M  können  niemals  innere  Punkte  dew  Elektrons  darstellen. 
Ferner  möge  der  Aufpunkt  0 
vorläufig  im  Eaume  u  =  0  der 
Fig.  17  liegen  und  dort  die  Koor- 
dinaten X,  Y,  Z  haben.  Die 
Hyperbel  sei  die  Weltlinie  eines 
Laduugselementes  de,  L  ihr  Licht- 
punkt in  bezug  auf  0.  Im  all- 
gemeinen wird  natürlich  weder  die 
Hyperbel,  noch  der  Aufpunkt  in 
der  a:^t- Ebene  selbst  liegen,  so 
daß  unsere  Figur  nur  als  Projek- 
tion einer  Eaumfigur  zu  betrachten 

ist.  Die  Projektion  der  Geraden  ML  auf  die  Zeichenebene  nelimen 
wir  als  die  X'- Achse  eines  Systems  K',  in  welchem  0  die  Koor- 
dinaten X',  Y',  Z',  U  =  iV  hat.     Dann  ist  die  Vierergeschv/in- 

digkeit  Y  va.  L  parallel  zur  w'-Achse,  und  da  vom  Vektor  II  z=i  0  L 
die  w'-Komponente  11^'  =  —  U',  die  Z'-Komponente  JTj-  =  —  L' 
ist,  so  wird:  ^y U)  =  7,-77,  =  -   ifL', 

also  nach  (21ö): 

de 


O, 


^y,  =  0,,        =        0,  Oi>         =  — 


222a) 


Um  nun  O  in  Komponenten  nach  der  x-  und  w- Achse  zu 
zerlegen,  wenden  wir  die  Formeln  (71)  und  die  Regel  an,  daß 
sich  die  Komponenten  eines  Vierervektors  ^  wie  die  Koordinaten 
transformieren.  Das  in  diesen  Formeln  auftretende  ß  hat  hier 
nach  (45)  den  Wert: 


ÜL 


ß  =  ß^=-tg(<:OML)=^< 


0. 
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So  finden  wir: 


ferner  für  die  Koordinaten  des  Aufpunktes: 

also,  wenn  wir  den  für  <^ii  gefundenen  Wert  einsetzen: 

*'  =  -4-^'     *.  =  *=  =  0,     *'  =  I^     (2221.) 

Um  diese  Gleichungen  auf  Punkte  außerhalb  des  Raumes 
w  =  0  zu  übertragen,  führen  wir  jetzt  statt  der  geradlinigen 
Koordinaten  X,  L  des  Aufpunktes  0  die  hyperbolischen  Koor- 
dinaten It,  cp  ein: 

X=  Bcos(p,     i  =  Rsincp  .....  (223) 
[vgl.  (120)];  dann  ist 

2?2  =  Z2  4-  L\     tg(p=^ 

also  <p  ein  imaginärer  Winkel.  Die  entsprechende  Transformation 
für  Punkte  der  Weltlinie  von  de  lautet  nach  (222): 

X  =  ^cosip,     l  =  ^sinip (224) 

Es  folgt  daraus  für  die  Koordinaten  des  Lichtpunktes  L'. 

Da  in  0  die  Richtungen  der  wachsenden  X  und  It  einerseits,  die 
der  wachsenden  L  und  cp  andererseits  übereinstimmen,  und  da 
J?  =  X  wegen  i  =  0  ist,  so  kann  man  die  letzten  Gleichungen 
für  O  schreiben: 

^^  =  -4^'     ^.  =  ^^  =  0,     0,=.^cotg^,, 

lijjj  ist  dabei  der  negativ  imaginäre  Winkel,  um  den  man  das 
Weltkoordinatensystem  in  der  a;  «-Ebene  drehen  muß,  damit  statt 
des  Aufpunktes  0  sein  Lichtpunkt  L  mit  M  gleichzeitig  wird. 
Gehen  wir  jetzt  durch  eine  Drehung  um  den  imaginären 
Winkel  ( —  cp")  zu  einem  neuen  System  K'  über,  so  verändert  It 
seinen  Wert  nicht,  während  tf'x,  =  Wi,  —  ^")  ^ü-^-   Auch  bleiben 
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die  Richtungen   der  wachsenden  R  und  ^   in    0   dieselben,    also 
gelten,  bezogen  auf  K"  die  Formeln : 

de  ^  ^  ^       ^  de 


Or  = 


O. 


0,   =    0,         0n 


coig  (xl^'l  —  cp'i). 


AnU'      --y  —  '^            '  "f—Anü 

wobei  jetzt  R,    T,   Z  und    q)"   die  Koordinaten   des   Aufpunktea 

sind.       Angewandt    auf    das    dem  System    K"    gleichberechtigte 
System  K  lauten  sie: 


0n  = 


O, 


—  de 
de 


0„  =  O.  = 


M 


(225) 


und  gelten  in  dieser  Form  für  jeden  beliebigen  Aufpunkt  R,  Y,  Z,  (p 
welcher  mit  Jf  gleichzeitig  gemacht  werden  kann.  Analytisch  ist 
(t/^i  —  (p)  als  Funktion  der  rechtwinkligen  Koordinaten  X,  Y,  Z,  L 
des  Aufpunktes  und  der  Konstanten  der  Hyperbelbewegung  (|,  r],  %) 

durch  die  Bedingung  gegeben,  daß  der  Vektor  17  =  FL  den 
absoluten  Wert  Null  haben  soll,  d.  h.: 

0  ^772  =  (rri-X)2-f  (2/i-r)2  +  (^i-Z)2 

+  (JL-Ly 

=  {yt  -  YY  +  {zj^  -  Zy  +  Z2  _j_  X2 

—  2t.Rcos  {i>L  —  <5P) 

[vgl.  (222),  (223)  und  (224)].     Setzen  wir  zur  Abkürzung 

r2  =  (^_i?)2-|-(7;-r)2  +  (e-Z)2  .    .    .(227) 

so  finden  wir,  da  tpj,  —  ^  ebenso  wie  früher  t^j,  negativ  imaginär 
sein  muß: 


(226) 


f,  .         r*4-2|E  \ 

cos{^L-cp)=      ^^^  I 

sin  {tpL 


^  2IÄ  j 


—^r^|?^r^fR 


(228) 


Doch  wollen  wir  diese  Werte  zunächst  nicht  in  (225)  ein- 
eetzen;  dagegen  bestätigen  wir  durch  Differentiation  an  (228)  die 
Gleichungen : 

aVt         icos(tl^^  —  (p)  —  It       dipj^  v—T 

—  (229) 


dB 


lBsin{ipj^—ifi)    '      dY  ^  Bsin{\i)^~  g>) 
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Zwischen  den  Gleichungen  (225;  und  (222  a)  besteht  ein  Wider- 
spruch, wenn  man  den  Aufpunkt  in  die  Hyperbel  selbst  verlegt. 
Dabei  fällt  er  mit  seinem  Lichtpunkt  Ij  und  die  Richtung  der 
wachsenden  i?  in   ihm  mit  der  rc'- Achse  der  Fig.  17   zusammen; 

de 
0»  =  —  .     -r,   in    (225)    widerspricht    somit    dem    f^^;  =  0    in 

(222  a).  Der  Grund  dafür  liegt  in  dem  Übergang  von  (222a)  zu 
(222b),  der  zuj  Voraussetzung  hat,  daß  U  und  /3  nicht  XuU 
sind.  Läßt  man  aber  den  [für  die  Gültigkeit  von  (222  a)  an  die 
X-Achse  gebundenen]  Punkt  0  in  Fig.  17  in  den  Achsenpunkt 
der  Hyperbel  fallen,  so  verletzt  man  diese  Bedingung.  Das  Vierer- 
potential einer  Punktladung  wird  [vgl.  z.  B.  (216  a)]  unendlich 
groß,  wenn  der  Aufpunkt  in  der  Weltlinie  der  Ladung  liegt;  dies 
hängt  aufs  engste  mit  dem  Unendlichwerden  des  elektrostatischen 
Potentials  in  einer  Punktladung  zusammen.  Aber  schon  die  Glei- 
chung (208  j  zeigt,  daß  diese  Singularität  bei  räumlicher  Verteilung 
der  Ladung  fortfällt;  denn  der  Beweis  dieser  Formel  gut  auch 
für  Aufpunkte ,  für  welche  P  nicht  Xull  ist ;  wie  beim  elektro- 
statischen Potential  trägt  die  unmittelbarste  Umgebung  des  Aui- 
punktes  überhaupt  nichts  Endliches  zum  Viererpotential  bei. 
Darum  spielt  auch  der  Widerspruch  zwischen  (225)  und  (222  a) 
keine  Ex)lle,  sowie  wir  zu  Ladungen  mit  endlicher  räumlicher 
Dichte  übergehen,  wie  dies  weiter  unten  geschehen  wird. 

b)  Das  elektromagnetische  Feld.  Der  zweite  Schritt 
zur  Lösung  der  Aufgabe  besteht  in  der  Ableitung  des  Feld- 
vektors 3Jl  =  9lot  0 ;  auch  hierbei  benutzen  wir  als  Koordi- 
naten i2,  Z,  Z,  (p.  Nach  ihnen  die  Komponenten  von  3)1  zu 
bilden ,  ist  deswegen  berechtigt,  weil  man  stets  ein  Achsenkreuz 
iCj  y,  z,  l  den  Richtungen  der  wachsenden  B,  Y,  Z,  (p  parallel  legen 
kann.  (In  diesem  System  wird  M  und  0  gleichzeitig,  d.  h.  es  ist 
die  Zeitkoordinate  des  Aufpunktes  L  =  0).  Es  wird  dann  nach 
(138): 

m^^  =  m,i  =  -  i(5„  ^y,  =  ^,,  1 

my^  =  3^,1  =  -  f  (y„    m,E  =  ^..  =  ^y,    •  •    ■  (230) 

3R,^  =  m^i  =  — ie„  m^y  =  m,y  =  ö.  J 

Nach  (124),  (125)  und  (126)  ist  aber  in  Rücksicht  auf 
(225); 
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lUtS^   —  üivmp^  —  -^  y      ^jg^- 

d<p  / 

—  dY 

—  dZ 

1   d{R<P^) 
B      dB 


iie  drei  anderen  Komponenten  sind  Null,  da  0y  und  0z  ver- 
schwinden und  0jt  nur  von  jR  abhängt.  Somit  ist  nach  (229) 
UHd  (230): 


t  de 

\dB 
-R] 

i  d  e  [1  cos  (rpj^ 

-9) 

i^nlB^sin^ 
ide 

i^L- 

4:71  Bsin*(>p^ 
tde(r]  — 

-cp) 
Y) 

dY 

iniB*sin^VL—(p)' 

(Sommerfeld)  oder  wenn  wir  jetzt  von  den  Substitutionen  (228) 
ÖeUrauch  machen: 

^'  —         n      1^  (r"  -f  4  ^  Bfli     * 

(5    _        ^äe     ^^B(ri-Y) 
^v  —  „    r''(r*-l- 4 1^)3/2 

(^:  entsprechend)  (Born).  Bezogen  auf  das  System,  in  welchem 
der  Aufpunkt  mit  dem  Mittelpunkt  31  der  Hyperbelbewegung 
gleichzeitig  ist,  ist  also  §  =  0,  während  (S  den  hier  angegebenes 
Wei-t  hat.     Wegen  i  =  0  ist  dabei  nach  (223)  B  =  X, 

c)    Die  Eückwirkung    des   Feldes    auf   das   Elektron. 

^,  T},  ^   sind,  wie   oben   erwähnt,   die  Koordinaten   des  Punktes, 

welchen  die  Hj'perbel  (222)  mit  dem  Eaume  u  =  0  irgend  eines 

Bezugssystems  K  gemeinsam  hat.     Infolgedessen  ist  d^drjdl  ein 

Volumelement  in  diesem  Räume,  und  man  kann  in  den  Gleichungen 

iur  S 

de  =  q{^,  t},  t)d^drjdt  =  Qdr 

setzen.  Läßt  man  dann  |,  rj,  ^  alle  die  Werte  durchlaufen,  welche 
innerhalb  des  vom  Elektron  zur  Zeit  t  ^=  0  eingenommenen 
Volumens,  bezogen  auf  K,  liegen,  so  findet  man  durch  Integration 

Laae,  Belativitätspriuzip.     4.  Aufl.  \\ 
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die  Feldstärke,  -welche  das  ganze  Elektron  in  einem  Weltpunkt 
hervorruft,  welcher  mit  M  gleichzeitig  ist,  d.  h.  ebenfalls  im  ßaume 
tt  =  0  liegt.     Multiplizieren  wir  schließlich  mit 

Q  (X,  Y,  Z)  clXdYdZ  =  q8V 

und  integrieren  wiederum  über  das  Volumen  des  Elektrons  zur 
Zeit  i  =  0,  80  finden  wir  nach  (IX  a)  wegen  ^  =r  0  und  q  =  0 
für  die  Kraft  ^,  welche  das  Elektron  im  Augenblick  i  =  0,  in 
dem  es  gegen  das  System  K  ruht,  auf  sich  selbst  ausübt,  die 
Gleichungen : 

(|?3  entsprechend).     Dabei  ist  nach  (227) 

r2  =  (I  -  xy  +  (7?  -  r)2  -f  (^  -  zy 

das  Quadrat  des  Abstandes  der  Volumelemente  d  V  und  8  V. 

Die  Integration  für  ^y  führt  nun  notwendig  zum  "Wert  Null, 
da  wir  jede  Ebene  durch  die  X-Achse  nach  den  obigen  An- 
nahmen als  Symmetrieebene  der  Form  und  Ladungs Verteilung  zu 
betrachten  haben.  Denn  zu  jedem  Produkt  dVidVi,  welches  den 
Werten  |i,  rji,  ^i;  Xj,  Yj,  Z^  entspricht,  gibt  es  ein  anderes,  ihm 
gleiches,  ö  F2  <5  V2,  für  welches 

P2  =  9l»  b2  =  lli  ti  =  ?i,  O3  =  Qi,  Xi  =  X2,  Z^  =  Z2, 
dagegen 

ist.  Die  zu  integrierende  Funktion  hat  für  sie  entgegengesetzt 
gleiche  "Werte ,  ihre  Beiträge  zum  Integral  heben  sich  daher  auf. 
Um  die  Integration  für  ^x  auszuführen,  wollen  wir  statt  der 
auf  den  Mittelpunkt  31  der  Hyperbelbewegung  bezogenen  Koor- 
dinaten I,  >?,  ^;  X,  Y,Z  solche  einführen,  welche  vom  Mittelpunkt 
des  Elektrons  aus  gemessen  sind;  dieser  selbst  möge  im  ersteren 
System  die  Koordinaten  «,0,0  haben.  Die  neuen  Koordinaten 
sind  dann : 

s  =  ^  -«,  s=7j,  z  =  e, 

X  =  X —  a,      y  =  r,      z  =  Z, 
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Nach  (89)  und  (222)  hängt  a  auf  das  engste  mit  der  Beschleuni- 
gung h  des  Mittelpunktes  zusammen.  Substituieren  wir  nach  (89) 
c^b  für  cc,  so  finden  wir: 

^x  —  ~  ^    U> P ,"'  3~  oV  oV. 

JJ  r^  y--'  i'  +  4  (c*  +  «  fc)  (c*  +  x  b) 

r2  =  (;E!  —  x)^  +  {H-yy  +  (Z—0y. 

Der  Wert  dieses  Integrals  ändert  sich  nicht,  wenn  man  ^,  H,  Z 
mit  X,  y,  g  vertauscht,  weü  beide  Arten  von  Integrationsvariabein 
dieselben  Werte  durchlaufen.  Addieren  wir  zu  dem  angegebenen 
den  durch  die  Vertauschung  entstehenden  Ausdruck,  so  finden 
wir  nach  leichten  Umrechnungen: 


5 
2n 


L 


[[   _r«[(c^+g^)^  +  (c^+^^')']  +  2(g-.T)^(c^+g&)(c'-4-^5)^^g^( 

Dies  gilt,  um  es  zu  wiederholen,  für  den  Moment  f  =  0-  in  welchem 
die  Geschwindigkeit  q  den  Wert  Null  hat. 

d)    Näherung    für    kleine    Beschleunigungen.       Ent- 
wickeln wir  ^x  oin  nach  steigenden  Potenzen  von  b: 

*^^  =  _ö(jro  +  jfi6  +  iLr2b'-i-.-.), 

so  können  wir  die  Koeffizienten  Mn  zwar  nicht  berechnen,  so- 
lange nicht  der  Einfluß  von  &  auf  die  Form  des  Elektrons  und 
die  Verteilung  der  Ladung  bekannt  ist.  Wohl  aber  können  wir 
aus  Symmetriegründen  folgern,  daß  alle  Mn  mit  ungeradem 
Index  n  Null  sind ;  denn  bei  einem  bei  Euhe  kugelförmigen  Elek- 
tron kann  ^x  nur  sein  Zeichen,  nicht  aber  seinen  absoluten  Wert 
ändern,  wenn  b  sein  Zeichen  umkehrt.  Der  Koeffizient  Mq  ist 
aber  der  Wert  des  Multiplikators  von  6  für  b  =  0;  nach  (231)  ist 

und  zwar  ist  hier  über  die  unveränderte  Kugelgestalt  zu  inte- 
grieren. Wegen  der  Gleichwertigkeit  der  x-,  y-  und  ^^-Richtung  ist 
dann 


(231) 


11* 


Jl' 


—     164     — 

die  Summe  dieaer    drei  gleichen  Integrale  ist   aber       \  —  dVdV, 

sodaß  jedes   den  Wert    1  j"  f  ^  ÖFöF  bat.     2_  ff  ?J:  ÖFÖF  ist 

nun  bekanntlich  die  elektrostatische  Energie  E'^  des  ruhenden 
Elektrons  [wegen  des  Zahlenfaktors  vgl.  Anhang  unter  d)].  So- 
mit wird 

Ersetzen  wir  endlich  h  durch  [  q  |,  so  finden  wir  die  bis  auf  Glie-der 
mit  1  q  1^  genaue  Gleichung*): 

^=--i=rq (232) 

Durch  die  Bewegung  längs  der  Krümmungshyperbel  können 
wir  nun,  wie  erwähnt,  eine  beliebige  Bewegung  für  eine  kurze  Strecke 
annähern.  Daher  können  wir  Gleichung  (232)  als  Näherung  für 
beliebige  Bewegungen  anwenden.  Sie  gilt  zwar  zunächst  nur  für 
q  =  0,  d.  h.  bezogen  auf  das  mitbewegte  System,  das  jetzt  wieder 
K^  heißen  möge.     Transformieren  wir  aber  die  Gleichungen 

ßiO   £^r."         C?"   A:^r.O 

ovx  —         3  c^  "*'     ^  —         Sc"  "^ 

gemäß  (88)  und  (187)  auf  ein  beliebiges  System  K  [die  Bedingung 
für  die  Anwendbarkeit  von  (149)  bzw.  (187)  ist  hier  streng  er- 
füllt], so  finden  wir: 

_3q^,     ^^=  —  ^E^-J^ 
oder  vektoriell  geschrieben: 

4:^'         /•    ,      qxqg-fqyC|y-f  qgC!g\ 


scVc''— 2^^  c—r 


*)  Schon  aus  dimensioneilen  Granden  erkennt  man,  daß  M^M„ 
von  der  Größenordnung  a^c*  ist,  wenn  a  den  Radius  des  Elektrons 
bezeiclinet.  Solange  fc*  klein  gegen  c^/a^  ist,  ist  somit  das  zweite  Glied 
zu  vernachlässigen,  a  ist  nun  sicher  viel  kleiner  als  die  Molekül- 
dimensionen, die  gleich  ruud  10~3  cm  sind.  Also  ist  c^a^  sicher  sehr 
groJJ  gegen  lO^^cm'^sec—*. 
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Nach  (192)  ist  nun  der  elektromagnetische  Impuls  dos  stationär 
bewegten  Elektrons: 

@  _.      4  70»^       __  4:E'>Q 

~3cy^^*         3cyc°--(q|  +  q|  +  q|)' 

bei  einer  Änderung  der  Geschwindigkeit  q  somit: 

d^  _  4^  i  q l_       d^  / 1 ^\  1 

<**   ""    3c    \yc*-(q|+q^  +  q|)  "^  "^  <^*  U^  -  (q^^  +  ^^f  q|);  / 
_        4^;»         /■  (qq)\ 

Also  finden  wir  für  die  Kraft,  die  das  Elektron  auf  sich  selbst 
ausübt,  die  wichtige  Beziehung: 

^  =  -^ (233) 

Erfährt  ein  Elektron  Beschleunigung,  so  wird  ein  Teil  der 
beschleunigenden  Kraft  durch  die  hier  berechnete  innere  Kraft  ^ 
aufgehoben,  d.  h.  zur  Vergrößerung  des  elektromagnetischen 
Impulses  verwandt,  so  daß  nur  der  Rest  zur  Vergrößerung  des 
etwaigen  mechanischen  Impulses  übrig  bleibt.  Darin  äußert  sich 
die  elektromagnetische  Trägheit  des  Elektrons  (§  2).  Dies  ist 
nach  dem  Impulssatz  selbstverständlich.  Daß  aber  der  Impuls  ® 
unter  Voraussetzung  gleichförmiger  Geschwindigkeit  berechnet 
werden  kann,  beweist,  daß  die  Bewegung  innerhalb  der  hier 
erreichten  Annäherung  eine  quasistationäre  Bewegung  ist. 

Weil  Gleichung  (233)  für  alle  derartigen  Bewegungen  eine 
notwendige  Konsequenz  des  Impulssatzes  ist,  so  konnte  Lorentz*) 
und  vor  ihm  für  das  starre  Elektron  Abraham 5)  umgekehrt  von 
dem  Impuls  auf  die  innere  Kraft  ^  zurückschließen.  Die  genannten 
Autoren  und  ebenso  Planck  haben  ferner  die  Annäherung  noch 
weitergetrieben,  indem  sie  zeigten,  daß,  bezogen  auf  das  jeweilige 

Ruhsystem  K^,  im  allgemeinen  noch  ein  Glied  ^ — ,  q"     zu    dem 

oben  angegebenen  hinzutritt.  Dies  hängt  mit  der  Ausstrahlung 
zusammen,  die  von  einem  ungleichförmig  bewegten  Elektron  aus- 
geht. Wir  verweisen  wegen  des  Näheren  auf  die  Originalarbeiten  *)  ß)- 


•)  Bei   der   Hyperbelbewegung    ist   die   Zusatzkraft  ^ g  q° "  nach 

(222)    (wo  M  =  0    zu   setzen  ist)   gleich  NuU  —   in  tjbereinstimmung 
mit  (231).   In  der  Tat  strahlt  die  zeitlich  nnbegrenzte  Hyperbelbewegung 
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VI.  Die  Minkowski  sehe  Elektrodynamik 
der  ponderablen  Körper. 

§21.  Die  Transformation  der  Feldgleichungen  I  bis  IV. 

a)  Die  Feldvektoren  (S,  ®,  ^,  33.  In  §  5  führten  wir 
aus ,  daß  die  Theorie  die  Möglichkeit  fordert ,  von  der  Atomistik 
der  Elektrodynamik  durch  Mittelwertbildung  zu  der  Theorie  der 
ponderablen  Körper  überzugehen,  ohne  daß  dies  befriedigend 
durchgeführt  wäre.  Wir  kündigten  auch  dort  schon  an,  daß  wir 
uns  wegen  dieser  Schwierigkeit  zur  Ableitung  der  Feldgleichungen 
für  bewegte  ponderable  Körper  auf  die  Max  well  sehen  Gleichungen 
(I)  bis  (X)  stützen  würden ,  wie  wenn  sie  eine  neue  Grundlage 
bildeten  und  nicht  schon  in  der  Elektronentheorie  implizite,  und 
zwar  in  vollkommenerer  Form  vorhanden  wären.  Immerhin  können 
wir  einige  Anhaltspunkte  aus  den  Erörterungen  des  §  14  ent- 
nehmen. 

In  einer  Beziehung  sind  wir  aber  hier  ganz  anders  gestellt 
wie  in  §  14.  Dort  wollten  wir  nachweisen ,  daß  die  Gleichungen 
für  den  leeren  Raum  in  allen  berechtigten  Systemen  dieselbe 
Form  haben.  Hier  aber  ist  naturgemäß  ein  System,  nämlich  das 
mit  der  Materie  bewegte,  K°,  bevorzugt;  nur  für  dies  kennen 
wir  die  Grundgleichungen,  und  es  ist  zu  erwarten,  daß  sie  für 
alle  anderen  Systeme  eine  andere,  die  Geschwindigkeit  berück- 
sichtigende Form  annehmen.  Unser  Ziel  muß  sein,  Gleichungen 
aufzustellen,  welche  einerseits  gegen  die  Lorentz-Transformation 
invariant  sind,  andererseits  im  System  K^  mit  der  Maxwellschen 
Theorie  identisch  sind.  Dann  sind  wir  sicher,  daß  das  Problem 
auf  keine  sachlich  von  der  unsrigen  verschiedene  Weise  gelöst 
werden  kann.  Um  ihrer  Invarianz  sicher  zu  sein ,  fordern  wir 
von  den  abzuleitenden  Gleichungen,  daß  sie  sich  als  Beziehungen 
zwischen  Weltvektoren  schreiben  lassen. 


nicht  aus.  "Wohl  aber  geschieht  dies ,  wenn  zwei  verschiedene  Be- 
wegungen mit  gleichförmiger  Geschwindigkeit  durch  ein  Stück  Hyperbel- 
bewegung hindurch  ineinander  überführt  werden.  Jene  Zusatzkraft 
wirkt  dabei  während  der  beiden  Zeitabschnitte,  in  denen  die  erste 
gleichförmige  Bewegung  in  die  Hyperbelbewegung  und  diese  wieder 
in  die  zweite  gleichförmige  Bewegung  übergehen. 
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Die  Gegenüberstellung  der  Gleichungen 

(I)     roi(g  =  —  i^,  (IV)     div^  =  0, 

(la)     rot(i==  —^^,  (IV  a)     div^  =  0, 

zeigt,  daß  in  der  Theorie  der  ponderablen  Körper  die  magnetische 
Verschiebung  5Ö  dieselbe  EoUe  spielt,  wie  die  Feldstärke  ip  beim 
leeren  Räume.  In  der  Tat  geht  auch  bei  der  erwähnten  Mittel- 
wertbildung ^  in  33  über.  Aus  den  Erörterungen  von  §  11 
schließen  wir  daher,  daß 

my,=mh=^.,    m,,=m*i=^y,    m,y=mh=^,    r    ^ 

die  Komponenten  eines  Sechservektors  sind,  welchen  wir  auch 
hier  als  den  Feldvektor  2)1  bezeichnen.  Die  Gleichungen  (I) 
und  (IV)  kann  man   dann   analog  zu  (XIV)  zusammenfassen  in: 

jivm*  =  0 (xvn) 

Auf  der  rechten  Seite  der  Gleichungen  (U)  und  (HI) 

^■''^^  =  i(w  +  ^)'  ^^■^®  =  (> 

tritt  der  elektrische  Leitungsstrom  -3  auf  und  die  Dichte  Q  der 
wahren  Ladung,  d.h.  derjenigen,  welche  im  Gegensatz  zur  schein- 
baren, durch  Polarisation  vorgetäuschten  Ladung  nur  durch  Zu- 
fluß eines  Leitungsstromes  verändert  werden  kann  (vgl.  15).  Man 
erkennt  hieran,  daß  sie  auf  einer  Ansammlung  der  im  Körper  frei 
beweglichen  Elektronen  beruhen  muß,  deren  Bewegung  gegen  den 
Körper  als  Leitungsstrom  in  Erscheinung  tritt,  und  welche  man 
als  Leitungselektronen  von  den  an  die  Atome  gebundenen  Polari- 
sations-  und  Magnetisierungselektronen  unterscheidet  (vgL  §  5). 
Hat  der  Körper  selbst  Geschwindigkeit,  so  tritt  neben  dem 
Leitungsstrom  nach  §  2  der  Konvektionsstrom  ^q  seiner  „wahren", 
d.  h.  von  Leitungselektronen  herrührenden  Ladung  Q  als  magne- 
tisch wirksam  auf.     Wir  wollen  daher 


rot. 


«  =  1(^  +  3  +  «"') (°'') 

setzen.     Die  Summe  -3 -}- pq   gibt   dann   den  gesamten  Strom  an, 
soweit  er  von  Leitungselektronen  herrührt;   es  ist  nach  §  14  ein- 
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leuchtend,  daC  man  als  die  Komponenten  eines  Viererstromes  P 
hiör  die  Größen 

Px  =  --(Ox  +  QC\x)  USW.     Pi  =  iQ  .    .    .    .  (235) 

zu  betrachten  hat.  Schreiben  wir  nun  die  Gleichungen  (IIb)  und 
(m)  in  die  Form: 

~  d^  "f"  ö^  ~  dr  —  c  ^^5/ "T"  ^^^^' 

"^    dx   '^    dy    '^    dz  ~  *^' 

80  schließen  wir  wie  in  §  14  aus  der  Vektoreigenschaft  voii  P, 
daß  die  sechs  Größen 

die  Komponenten  eines  Sechservektors,  des  Verschiebungs- 
vektors 2J  bilden.  Die  fraglichen  Gleichungen  lassen  sich  dann 
in  die  Form 

^iv%  =  P (xvni) 

zusammenfassen.  Damit  ist  aber  der  Ansatz  (IIb)  bewiesen, 
denn  er  läßt  sich  mit  (DI)  zu  der  vier dimensional-vektori eilen 
Beziehung  (XVIII)  zusammenfassen  und  geht  im  System  K'^,  d,  h. 
für  q  =  0  in  (11)  über.  Die  Maxwellschen  Gleichungen  (I) 
bis  (IV)  gelten  also  unverändert  auch  für  bewegte  Kör- 
per, wenn  man  zum  Leitungsstrom  den  Konvektions- 
strom  der  wahren  Ladungen  additiv  hinzufügt. 

Für  das  Verhalten  der  Feldvektoren  (£,  ü),  ^  und  33  bei 
der  speziellen  Transformation  (XI)  gelten  wegen  (234),  (236)  und 
(141)  Gleichungen  welche  den  Formeln  (92)  entsprechend  gebaut 
sind  und  aus  den  letzteren  entstehen,  wenn  man  dort  entweder 
§  mit  33,  oder  @  mit  ü)  vertauscht. 

b)  Leitungs-  und  Konvektionsstrom.  Ebenso  einfach 
lassen  sich  die  Transformationsformeln  für  den  Gesamtstrom 
3  -j-  ()  C]  aus  dem  Vektorcharakter  von  P  herleiten.  Eine  genaue 
Überlegung  ist  aber  erforderlich,  um  die  Zerlegung  in  Leitungs- 
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ström  und  Konvektionsstrom  vorzunehmen.  Der  Viererstrom  P 
hat  hier  nicht  wie  in  §  14  die  Richtung  der  Weltlinien  der  Materie; 
er  hat  vielmehr  im  mitbewegten  System  K^  die  räumlichen  Kom- 
ponenten Pjfi  =  Oso  usw.  Wir  zerlegen  ihn  in  zwei  neue  Vierer- 
vektoren, die  Viererkonvektion: 

K=  —iTP)T (237) 

welche  die  Richtung  der  Weltlinie  hat,   und  die  Viererleitung 

J  =  P4-(rP)r (238) 

welche  auf  ihr  senkrecht  steht,  weil  vermöge  Y^  =  —  1 

(YA)  =  (rP)(l  +  r2)  =  0 (239) 

ist.     Aus  K-^A=P  folgt  nach  (235): 

Q  =1  —  iPi=  —  i(Ki  +  Ai) (240) 

Im  mitbewegten  System  K^  ist  nun  die  Z*' -Komponente  von  A 
nach  (239)  Null,  während  A^a  =  l/c3So  usw.  ist.  Elektrische 
Raumdichte  und  Strom  sind  dort  voneinander  völlig  unabhängig. 
In  jedem  anderen  System  aber  liefert  A  einen  Beitrag 

k  =  ^iAi (241) 

zur  Dichte  q.  Diese  „Leitungsdichte"  A  ist  am  einfachsten 
durch  die  Bedingung  (238)  zu  bestimmen,  wenn  man  aus  ihr 
Ai  berechnet;  denn  setzt  man  die  Werte  für  Y^,  Pz  usw.  nach  (79), 
(83)  und  (235)  ein,  so  findet  man. 

Der  Leitungsstrom  an  sich  bedingt  somit  im  bewegten 
Körper  eine  gewisse  räumliche  Ladung,  auch  wenn  die 
Ruhdichte  Q^  verschwindet.  Infolgedessen  müssen  wir  auch 
den  X  entsprechenden  Teil  A  q  des  Konvektionsstromes  mit  dem 
Leitungsstrom  zur  Viererleitung  zusammenfassen,  indem  wir 

^^  =i  (3^-h/lq^)  usw (243) 

setzen.  In  der  Tat  folgen  diese  Werte  für  A^.  usw.  aus  der 
Definition  (238)  der  Viererleitung. 

c)  Die  Invarianz  der  Elektrizitätsmenge.  Dies  alles 
klingt  zunächst  sehr  paradox;  denn  eine  Ladung  tritt  bei  einem 
materiellen  Volumelement  dann  auf,  wenn  es  positive  und  nega- 
tive Elektronen  in  verschiedener  Zahl  enthält.    Die  Ladung  eines 
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Elektrons  ist  nacli  §  14  für  alle  Systeme  die  gleiche,  und  es  scheint 
zunächst,  als  ob  auch  die  Zahl  der  Elektronen  gleicher  Art  in 
einem  Stück  Materie  von  der  Wahl  des  Bezugssystems  unabhängig 
sein  müßte.  Der  Fehler  dieses  Trugschlusses  beruht  darauf,  daß 
man  nach  den  Anzahlen  der  gleichzeitig  in  ihm  vorhandenen 
Elektronen  fragen  muß,  und  der  Begriff  der  Gleichzeitigkeit  nach 
§  6  etwas  Relatives  ist. 

Wir  wollen  uns  dies  geometrisch  veranschaulichen.  Es  seien 
in  Fig.  18  die  einander  parallelen  Geraden  0  f7°  und  PP^  die 
Weltlinien,   welche  die  Endpunkte  eines  im  System  Ä^  ruhenden 


Fig.  18. 


geraden  Drahtes  darstellen.  OP^  stellt  seine  Länge  im  System  Ä"" 
zur  Zeit  P  =  0  dar,  OP  hingegen  seine  Länge  im  System  K  zur 
Zeit  t  =:  0,  wenn  auch  die  Strecken  0P°  und  OP  wegen  der 
verschiedenen  Einheiten  auf  der  x-  und  a;°- Achse  nicht  gleich 
diesen  Längen  gesetzt  werden  dürfen  (vgl.  §  8).  Durchfließt  ihn 
ein  stationärer  Leitungsstrom,  so  bilden  die  Weltlinien  der  posi- 
tiven Elektronen  in  ihm  im  allgemeinen  einen  kleineren  Winkel 
mit  der  rc- Achse  als  die  Weltlinie  PP^,  die  der  negativen  Elek- 
tronen dagegen  einen  größeren,  wie  dies  in  der  Figur  gezeichnet 
ist,  oder  umgekehrt*),  je  nach  der  Richtung  des  Stromes.    Ist  der 

•)  Der  Einfachheit  halber  sind  die  Weltlinien  der  Elektronen  als 
parallele  Gerade  gezeichnet ,  obwohl  die  Annahme  gleichförmiger 
Geschwindigkeit  bei  ihnen  auch  nicht  annähernd  zutrifft. 
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Draht  bezogen  auf  K*^  ohne  Ladung,  so  schneiden  gleich  viel 
Weltlinien  positiver  und  negativer  Elektronen  die  Strecke  OP^, 
wie  dies  in  der  Figur  gezeichnet  ist.  Die  Anschauung  lehrt,  daß 
dann  die  Strecke  OP  mehr  positive  Weltlinien  als  negative 
schneidet  (zehn  positive  gegen  sechs  negative  in  Fig.  18).  Der 
Stab  trägt  also  im  System  K  eine  positive  Ladung,  in  Über- 
einstimmung mit  (242),  da  3?  und  q  hier  parallel  sind. 

Die  Ladung  eines  stromdurchflossenen  Stückes  Materie  ist 
also  im  allgemeinen  keine  Invariante  der  Lorentz-Transforma- 
tion.  Fragen  wir  nun  nach  der  Ladung  e  eines  vollständigen 
Stromgebietes,  d.  h.  eines  materiellen  Systems,  dessen  Begrenzung 
ganz  in  Nichtleitern  verläuft.  Aus  (XVIII)  folgt  nach  der  ßech- 
nungsregel  (111): 

DivP  =  0 (244) 

[vgl.  (§  14)]  was  nach  (235)  in  die  Beziehung 

^-[-diviQcO  +  divQ  =  0 

übergeht,  welche  sich  als  Verallgemeinerung  der  Kontinuitäts- 
gleichung (23)  darstellt.  Nehmen  wir  an  ihr  nach  Q  und  p'  die 
Umformung  vor-,  welche  von  (23)  zu  (24)  fahrt,  so  finden  wii-: 

^Mn^8vdivQ  =  Q. 

Und  integrieren  wir  hier  über  ein  beliebig  großes  materielles 
Raumstück,  dessen  Ladung  [pö^  wir  mit  e  bezeichnen,  so  ex-- 
halten  wir  nach  dem  Gaußschen  Satz  x: 


—  —  f  ^ 
dt  —  j^"" 


c^Ö  .......    .   (245) 


Die  rechte  Seite  stellt  die  als  Leitungsstrom  pro  Zeiteinheit  durch 
die  Oberfläche  eintretende  Elektrizitätsmenge  dar;  bei  einem  voll- 
ständigen Stromgebiet  verschwindet  sie.  Dessen  Gesamtladung  ist 
somit  in  jedem  berechtigten  System,  daher  nach  dem  Anfang  von 
§14  auch  bei  einer  Loren tz  -  Transformation  unveränderlich. 
Dasselbe  schließt  man  auch  leicht  unmittelbar  aus  (244)  durch 
Anwendung  des  Gaußschen  Satzes  für  vier  Dimensionen  auf  di« 
Weltröhre,  welche  den  geladenen  Körper  darstellt,  wenn  man  die 
Schlußbetrachtung  von  §  14  ein  wenig  verallgemeinert. 
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Während  die  Ladung  eines  stromdurchfloseenen 
Stückes  Materie  wegen  des  Auftretens  der  Leitunga- 
dichte  X  im  allgemeinen  von  System  zu  System  variiert, 
hat  die  Ladung  eines  vollständigen  Stromgebietes  in 
allen  berechtigten  Systemen  den  gleichen  Wert*).  Für 
nichtleitende  Körper  gilt  der  fundamentale  Satz  von 
der  Invarianz  der  elektrischen  Ladung  ohne  jede  Ein- 
schränkung. 

Zugleich  enthält  die  letzte  Gleichung  auch  die  Rechtfertigung 
für  die  zunächst  willkürliche  Art,  wie  wir  oben  die  sämtlichen 
Komponenten  des  Viererstromes  P  in  den  Leitungsstrom  3f  und 
den  Konvektionsstrom  Q  q  zerlegt  haben.  Eine  andere  (an  sich 
mögliche)  Zerlegung  hätte  zur  Folge,  dai3  der  Difierentialquotient 

de 

TT  nicht  durch  ^,  sondern  auch  durch  die  Konvektion  Q(\  be- 
dingt ist,  während  so  die  Beziehung  (245)  aus  der  Theorie  der 
ruhenden  Körper  unverändert  übernommen  werden  kann. 

Historisch  interessant  ist  vielleicht,  daß  der  obige  Wert  (242) 
für  die  Leitungsdichte  schon  1882  von  E.  Budde'),  später,  1895, 
vonH.  A.  Lorentz  abgeleitet  wurde,  und  zwar  aus  der  Vorstellung 
heraus,  daß  die  Bewegung  des  Stromes  in  seinem  eigenen  llagnet- 
felde  eine  Kraft  l/c[qS3]  [vgl.  (IX  a)]  auf  die  Träger  der  Ladung 
hervorruft,  welche  sie  zu  einer  Ladung  von  dieser  Dichte  zu- 
sammentreibt. Selbstverständlich  kann  die  Relativitätstheorie 
diese  Deutung  ohne  weiteres  übernehmen;  sie  veranschaulicht  auch 
den  Satz,  daß  die  Ladung  eines  vollständigen  Stromgebietes  durch 
die  Bewegung  nicht  verändert  wird ;  denn  die  erwähnte  Kraft 
kann  wohl  die  Verteilung  der  Elektronen  über  das  Stromgebiet 
verändern,  nicht  aber  ihre  Gesamtzahl  in  diesem. 

Blicken  wir  auf  diesen  Paragraphen  zurück,  so  sehen  wir, 
daß   die  Feldgleichungen   (I)  bis  (IV)  durch  die  Geschwindigkeit 


*)  Man  darf  aber  hieraus  nicht  schließen,  daß  das  Integral 
^).dV,  erstreckt  über  ein  vollständiges  Stromgehiet,  stets  Null  wäre. 
Das  leicht  auszuführende  Beispiel  eines  unendlich  langen ,  leitenden 
Stabes,  welcher  sich  in  seiner  Längsrichtung  unter  einem  positiv  oder 
negativ  geladenen  Nichtleiter  fortbewegt,  zeigt  sogleich,  daß  der  Lei- 
tongsstrom  3  überall  in  einem  Stromgebiet  die  der  Geschwindigkeit 
entgegengesetzte  Richtung  haben,  und  daß  infolgedessen  nach  (242) 
\}.(fV  <C  0  sein  kann.  Trotzdem  behält  aber  der  obige  Satz  seine 
Kichtigkeit. 
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'er  Körper  fast  gar  nicht  verändert  werden;  nur  der  Konyektions- 
strom  tritt  mit  dem  Werte,  der  vom  Rowland sehen  Versuche 
(§  2)  gefordert  wird,  zum  Leitungsstrom  hinzu.  Es  hat  dies  seinen 
Grund  darin,  daß  sie  aus  den  atomistischen  Feldgleichungen  hervor- 
gehen, indem  man  die  Unterscheidung  von  Leitungs-  und  gebun- 
denen Elektronen  einführt  und  den  Viererstrom  P  nur  auf  die 
ersteren  zurückführt.  Der  Unterschied  zwischen  S)  und  d  sowie  35 
und  ^  ergibt  sich  dann  als  Folge  der  Existenz  von  Polarisations- 
ünd  Magnetisierungselektronen.  Die  Natur  der  Kräfte  zwischen 
Atomen  und  Elektronen  kommt  dabei  noch  gar  nicht  in  Betracht. 
Deshalb  gelten  die  fraglichen  Gleichungen  jedenfalls  in  viel  wei- 
terem Umfange  als  die  hier  gegebene  Ableitung,  welche  sich  wegen 
des  Eelativitätsprinzips  genau  genommen  nur  auf  gleichförmige 
Bewegung  und  wegen  der  Maxwell  sehen  Theorie  nur  auf  nicht- 
dispergierende  Körper  bezieht.  Es  ist  nicht  unwahrscheinlich, 
daß  sie  streng  allgemeingültig  sind. 

§  22.  Die  Transformation  der  Gleichungen  (T)  bis  (VJUL). 

a)  Der  Zusammenhang  zwischen  (S,  S),  ^,  33.  Ganz 
anders  stehen  die  Gleichungen  (V)  bis  (VII)  zur  Atomistik;  bei 
ihrer  Ableitung  kommen  gerade  die  Kräfte  zwischen  Atomen  und 
Elektronen  wesentlich  in  Betracht  und  damit  treten  die  ganzen  in 
§  5  erwähnten  Schwierigkeiten  auf.  Wir  behandeln  sie  hier  in 
der  folgerichtigen  Durchführung  des  oben  skizzierten  Standpunktes 
als  etwas  für  ruhende  Körper  Gegebenes  und  suchen  ihre  Uber- 
k"agung  auf  bewegte  Medien. 

Wir  führen  zu  diesem.  Zwecke  zunächst  vier  neue  Eaum- 
vektoren  ein: 

«    '       [ (246) 

die  wir  als  die  „elektrische"  und  „magnetische  treibende 
Kraft"  bezeichnen*),  sowie 


*)  Diese  Benennung  von  (5*  erhält  ihre  Rechtfertigung  durch 
Formel  XXIV,  der  zufolge  6*  der  den  elektrisclien  Strom  veranlassende 
Vektor  ist.  Die  Benennung  von  JQ*  soll  nur  auf  die  Analogie  zu  6* 
liinweisen. 
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33*  =  55-i[q(S] 


(247) 


Betrachten  wir  sodann  die  vier  Vektorprodukte  aus  der 
Vierergeschwindigkeit  Y  und  den  Sechservektoren  SJf,  25,  9)i*,  fß*. 
In  einem  beliebigen  System  X  haben  die  Komponenten  von  [Y3)Ji 
nach  (83),  (102)  und  (234)  die  Werte: 


c       (  1^         \     _        c 


(24fe} 


Analog  stellen  die  drei  anderen  Produkte 

nach  (234)  und  (236)  in  ihren  räumlichen  Komponenten  die  Raum- 
vektoren 


y^ 


:®*, 


dar,  während  ihre  Z-Komponenten  gleich 

((j®*)         —  (QJB*)        —  (g  0*) 


/:;i3^r.    .    .    .   (249) 


(250) 


dnd.  Im  Ruhsystem  K^  gehen  die  vier  genannten  Raumvektoren 
über  in  S^^  ®°,  33°,  §^  während  die  skalaren  Produkte  (q  (S)  usw. 
verschwinden;  da  ferner  nach  (V)  und  (VI) 

ist,  so  bestehen  zwischen  den  Vektorprodukten  die  Beziehungen  2): 

[Yf8]  =  s[Ym] (XIX) 

[YWl*]  =  ^[Y^*] (XX) 

Wendet  man  sie  auf  die  räumlichen  Komponenten  in  irgend  einem 
anderen  System  an,  so  findet  man: 

5D*  =  £  g* (XXI) 

SB*  =  ft$* (xxn) 

Ihre  Anwendung  auf  die  Z-Komponenten  liefert  nichts  Neues.  Es 
liegt  dies  daran,  daß  jedes  der  vier  Vektorprodukte  notwendiger- 
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weise   auf   der  Vierergeschwindigkeit  Y  senkreclit  stellt,   so   daß 
die  vierte  Komponente  durch  die  drei  anderen  mitbestimmt  ist. 

Für  £  =  1  und  fl  =  1  geht  aus  den  Gleichungen  (XXI)  und 
(XXH)  ®  =  (g,  33  =  ^,  d.  h.  9)J  =  S  hervor;  denn  sie  sind 
6  linearen  Gleichungen  mit  den  6  Unbekannten  3)^;,  ü)^,  ÜD«,  33a;, 
28y,  33«  gleichwertig  und  die  angegebene  Lösung  ist  mithin  die 
einzige.  Ein  Körper  mit  diesen  Werten  der  Konstanten  £  und  ft 
unterscheidet  sich  daher  auch  in  der  Bewegung  für  elektromagne- 
tische Vorgänge  höchstens  durch  die  Leitfähigkeit  vom  leeren  Kaum. 

b)  Elektromotorische  Kraft  und  Leitungsstrom.  Die 
Gleichung  (VH):  ^o  _  (jgo  läßt  sich  nach  (238)  und  (248)  als 

F-^{YF)Y=  A=^[Ym]    ....   (XXm) 

schreiben.     Angewandt  auf  ihre  räumlichen  Komponenten  in  einem 
beliebigen  System  zeigt  sie  nach  (243)  und  (248),  daß 

5  +  q4^=-S^IL (251) 

ist;   in  Übereinstimmung  hiermit  sagt  ihre  Z-Komponente  aus: 
m)     _  _g  Jq@)_  _    g     (q(g*) 
c*  — 2*  cyc^_qi  c  yc'  —  q'' 

Multipliziert  man  hier  mit  q  und  subtrahiert  von  (251),  so  findet 
man  als  Verallgemeinerung  von  Gleichung  (^TI): 

^=-r^^(^*-<^-^).    .    .    .    (XXIV) 

Im  Gegensatz  zu  den  Gleichungen  (I)  bis  (IV)  können  die 
Formeln  (XIX)  bis  (XXIV)  strenge  Gültigkeit  sicherlich  nur  für 
den  Fall  beanspruchen,  daß  die  Geschwindigkeit  weder  räumlich 
noch  zeitlich  variiert,  angenäherte  auch  dann,  wenn  diese  Varia- 
tionen geringe  Beträge  aufweisen.  Als  Hinweis  darauf,  wo  ihre 
Gültigkeitsgrenze  liegt,  mag  das  Beispiel  eines  gleichförmig 
rotierenden  Körpers  betrachtet  werden.  Bei  ihm  strebt  sich  jeder 
Teil  wegen  der  Lorentz -Kontraktion  im  Verhältnis  yl  —  (^jd^ 
zusammenzuziehen,  kann  dies  aber  nicht,  solange  nicht  der  Zu- 
sammenhang zwischen  den  Teilen  des  Körpers  unterbrochen  wird. 
Infolgedessen  treten  elastische  Spannungen  im  Körper  auf,  welche 
ihn  anisotrop  und  inhomogen  machen.  Die  genannten  Gleichungen 
gelten    aber   ebenso   wie  (V),(VI)   und  (VII)   nur   für   isotrope, 
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homogene  Körper.  Doch  sind  diese  Einflüsse  wie  die  Lorentz- 
Kontraktion  selbst  von  der  zweiten  Ordnung  in  g/c;  als  erste,  für 
die  Diskussion  aller  Versuche  aber  völlig  ausreichende  Näherung 
können  wir  die  in  Rede  stehenden  Beziehungen  daher  auch  auf 
rotierende  Körper  anwenden. 

Die  Grundgleichungen  der  in  den  beiden  letzten  Paragraphen 
entwickelten  Minkowski  sehen  ElektrodjTiamik  der  bewegten 
Körper  stellen  wir  hier  noch  einmal  zusammen.  Sie  lauten  in 
Vierdimension aler  Vektorform: 

(x\Ti)   ziivm*  =  0,  (xvm)   ^iv^  =  p, 

(XIX)  [YfS]   =s[imi  (XX)  [rsw*]  =  ft[r25*] 

(xxm)  p-]-{YP)Y  =  -^[Ym]. 

Gleichbedeutend  sind  damit  die  folgenden: 

(nb)  rofC)  =  7(^  +  54- ^q), 
(m)  div  2)  =  p, 

(xxn)     33*  =  fi.^*, 

(q'^*)> 
VVi    —  H 
2 


(I) 

rot  e  = -^ 

c  ot 

(IV) 

div  33  =  0, 

(XXI) 

©*    =  6  e*, 

(^v)  3  =  ^(s.-,ap). 


§  23.    Anwendungen. 

a)  Das  Ohmsche  Gesetz.  Wie  in  der  Elektrodynamik  der 
ruhenden  Körper  folgt  aus  (XXIV)  für  stationäre  und  quasi- 
stationäre Ströme  das  Ohmsche  Gesetz:  „Widerstand  X  Strom- 
stärke gleich  Spannungsdifierenz".  In  einem  linearen  Leiter,  d.  h. 
einem  solchen ,  der  sich  als  einzelner  Stromfaden  betrachten  läßt, 
ist  nämlich  die  Stromdiclite  Q  parallel  zu  seinem  Linienelement  ds, 

und  dem  Betrage  nach   gleich  dem  Quotienten  jr-  aus   der  Strom- 

stärke  J  und  dem  Querschnitt  Q.  Bei  stationärem  Strom  ist  aber 
die  Stromstärke  /  längs  des  Leiters  konstant,  also  folgt  aus  (XXIV) 
durch  Integration  nach  ds: 

Das  Integral  rechts  muß  als  die  Spannungsdifferenz  zwischen  den 
Endpunkten  des  betrachteten  Leiterstückes,  der  Faktor  von  /  als 
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dessen  Widerstand  betrachtet  werden ;  er  hängt  wegen  der  Lorentz- 
Kontraktion  in  Gliedern  zweiter  Ordnung  auf  ziemlich  kompli- 
zierte Art  von  der  Richtung  der  Geschwindigkeit  gegen  ds  ab.  Ver- 
nachlässigt man  aber  q^/c^  g^geii  1,  so  wird  die  Spannungsdifferenz 
|(£s''(is  und  der  Widerstand  erhält  denselben  Wert  wie  bei  Ruhe. 

b)  Induktion.     Aus  (I),  (246),  a,  ö'  und  (IV)  folgt: 

rot(i*  =  -:L^^^rotl^q]]=::^-H    .    .(252) 
oder  nach  ö  und  dem  Stokes  sehen  Satz  A: 

j(g*cZs  =  --i^js«c?(? (253) 

O 
d.h.  das  Linienintegral  der  treibenden  elektrischen  Kraft 
ist  durch  die  Änderung  des  magnetischen  Induktions- 
flusses durch  die  umschlungene  mitbewegte  Fläche  be- 
stimmt. Die  übliche  Berechnung  der  induzierten  Stromstärke 
aus  diesem  Integral  und  dem  Widerstand  ist  freilich  nach  a)  nur 
eine  Annäherung,  aber  eine  für  die  Diskussion  der  Induktions- 
versuche mehr  wie  ausreichende.  Die  Theorie  steht  daher  mit 
den  Induktionsversuchen  (§  2)  im  Einklang. 

Ganz  analog  findet  man  nach  (IIb),  (III)  und  (246): 

rot^y  =  i{^+roi[®q]-^qcii,;!D-}-5}  =  \  (t  +  3) 

o 

Auch  hier  ist  die  umschlungene  Fläche  als  mit  der  Materie  bewegt 
gedacht. 

c)  Grenzbedingungen  ^).  In  der  Maxwellschen  Theorie 
sind,  wie  schon  in  §  4  erwähnt,  an  den  Grenzflächen  der  Körper 
stetig:  1.  die  zur  Grenze  normalen  Komponenten  der  Verschie- 
bungen ®  und  S;  nur  wenn  die  wahre  Ladung  eine  Flächen- 
dichte Qa  hat,  ist*)  ^       .    _ 

^  ^         SD„,  +  3)^2  =  9a    ......    .  (255) 

2.  die  tangentiellen  Komponenten  der  Feldstärken  (S  und  Ö- 
Diese  beiden   Bedingungen   sind   aber   voneinander    nicht   unab- 

*)  «1  und  ng   sind    die   beiden  von  der  Grenze  fortweisenden  Nor- 
malen; sie  haben  also  entgegengesetzte  Eichtungen. 

Laue  ,  Relativitätsprinzip.     4.  Aufl.  12 


(254) 
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hängig ,  vielmehr  genügen  die  zweiten  allein ,  um  zusammen  mit 
den  Difierentialgleichungen  das  Feld  vollständig  zu  bestimmen; 
die  ersteren  werden  dabei  von  selbst  erfüllt  2).  Wenn  wir  sie  jetzt 
auf  bewegte  Körper  übertragen,  so  setzen  wir,  falls  zwei  ponderable 
Körper  aneinanderstoßen ,  voraus ,  daß  ihre  Geschwindigkeit  zu 
beiden  Seiten  der  Grenzfläche  denselben  Wert  hat;  denn  nur  in 
diesem  Falle  können  wir  auf  E-uhe  transformieren  und  das  Rela- 
tivitätsprinzip  samt  den  aus  ihm  abgeleiteten  Differentialgleichungen 
anwenden.  Diese  Einschränkung  fällt  um  so  weniger  ins  Gewicht,, 
als  ein  Gleiten  zweier  Körper  aneinander  wahrscheinlich  in  der 
Natur  überhaupt  nicht  vorkommt.  In  denjenigen  Fällen  aber,  in 
denen  wir,  um  ein  Problem  einfach  formulieren  zu  können,  von 
einem  Gleiten  sprechen ,  wollen  wir  die  Körper  durch  eine  leere 
Schicht  getrennt  denken,  welche  so  dünn  ist,  daß  das  elektro- 
magnetische Feld  sich  nicht  merklich  ändert,  wenn  man  sie  senk- 
recht durchschreitet.  Für  die  beiderseitigen  Begrenzungen  dieser 
Schicht  kann  man  die  abzuleitenden  Stetigkeitsbedingungen  an- 
wenden und  so  auch  die  elektromagnetischen  Felder  in  den  Kör- 
pern miteinander  in  Beziehung  setzen. 

Wir  zeigen  zuerst,  daß  die  Grenzbedingungen  unter  1.  un- 
verändert übertragen  werden  können.  Wendet  man  nämlich  auf 
einen  unendlich  kleinen,  unendlich  flachen  Zylinder,  dessen  Grand- 
flächen d  6g  der  Grenze  parallel  und  zu  ihren  beiden  Seiten  liegen, 
nach  X  die  Gleichung 

\div'^dr  =  —  \'^nä(S 

an,  so  kann  man  rechts  die  vom  Zylindermantel  herrührenden  Teile 
des  Integrals  vernachlässigen  und  findet: 

^div'^dx  =  (3)„,  -1-  Xn.2)d6g; 

die  linke  Seite  stellt  aber  nach  (III)  die  gesamte  Ladung  des 
Zylinders  dar  und  wird,  wenn  man  den  Zylinder  flacher  und 
flacher  werden  läßt,  schließlich  gleich  Qadög;  daraus  folgt  dann 
Gleichung  (255).     Ganz  analog  gilt  wegen  (IV); 

33„,  +  23n,  =  0. 
Die  normalen  Komponenten  der  Verschiebungen  35  und  33 
sind  stetig  (wenn  keine  Flächenladung  vorhanden  ist). 

Die  Bedingungen  unter  2.  dagegen  müssen  bei  bewegten 
Körpern  abgeändert   werden.     W^ir  wenden   die  Gleichung  (253) 
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aiif  ein  infinitesimal  schmales,  mit  der  Materie  bewegtes  Rectteck 
an,  dessen  kurze  Seiten  dJVi  und  diVg  (^==  dN)  die  Grenzfläche 
senkrecht  schneiden,  während  die  langen  Seiten  dSi  und  dS2  (=£Zs) 
zu  ihr  parallel  sind.     So  finden  wir: 

f  ^Us  =  (@*  —  (5* )  ds  -f  ((g^,  -  ax)  dN 
6 

wo  n  die  Normale  des  Eechtecks  bedeutet.  Auf  dem  mithewegten 
Flächenstück  dsdN  ist  nun  33n  eine  stetig  veränderliche  Funk- 
tion der  Zeit,  desgleichen  die  Größe  des  Flächentlementes  und 
auch  das  Produkt  ^,idsdN*).    Beim  Grenzübergang  zu  dN  =  0 

verschwindet  yr  (^ndsdNj  daher  wie  daselbst j  es  folgt  deshalb: 

K  =■-   (gs*. 

Analog  schließen  wir  aus  (254): 

Die  Seiten  dSi  und  ds^  können  nun  jede  Richtung  parallel  zur 
Grenzfläche  haben.  Die  tangentiellen  Komponenten  der 
elektrischen  und  magnetischen  treibenden  Kraft  sind 
daher  stetig. 

Bei  Anwendung  dieses  Satzes  auf  die  Grenze  eines  Körpers 
gegen  den  leeren  Eaum  hat  man  für  q  auf  beiden  Seiten  die 
Geschwindigkeit  des  Körpers  zu  setzen;  denn  auch  die  im  leeren 
Eaum  gelegene  Hälfte  des  Rechtecks  dsdN,  über  welches  wir 
integrierten,  hat  diese  Geschwindigkeit. 

d)  Der  Wilsonsche  Versuch^).  (Vgl.  §  2  und  4.)  Wir 
nehmen  das  Dielektrikum  als  gleichförmig  bewegt  an;  die  Über- 
tragung auf  den  wirklichen  Fall  der  gleichförmigen  Rotation  ist 
nach  §  22  eine  erste,  aber  zur  Diskussion  des  Versuches  völlig 
ausreichende  Näherung.  Ferner  denken  wir  ims  das  Dielektrikum 
als  eine  nach  zwei  Dimensionen  (der  x-  und  ^-Richtung)  unendlich 
ausgedehnte  Scheibe  von  der  Dicke  Z.  Ebenso  sollen  die  Platten 
des  Kondensators  unendlich  ausgedehnt  sein  und  von  den  Grenz- 


*)  Für  einen  ruhenden  Punkt  kann  33  unstetig  wechseln,  wenn 
gerade  eine  Grenzfläche  über  ihn  hinwegstreicht;  deswegen  wäre  es  falsch, 
aus  (I)  die  Stetigkeit  der  tangentiellen  Komponente  von  G  zu  folgern. 

12* 
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flächen  des  Dielektrikums  beiderseits  durch  leere  Schichten  von 
der  Gesamtdicke  a  getrennt  sein.  Wie  in  §  4  soll  die  Geschwin- 
digkeit der  dielektrischen  Scheibe  in  der  rr- Richtung,  das  magne- 
tische Feld  im  Außenraum  in  aer  ^/-Richtung  liegen. 

Es  ist  von  vornherein  wahrscheinlich,  daß  sich  unter  diesen 
Annahmen  ein  stationärer  Zustand  einstellt.  Bestätigt  wird  diese 
Vermutung  durch  das  aus  ihr  abgeleitete  Ergebnis,  das  allen 
Feldgleichungen  und  Grenzbedingungen  genügt.  Da  dann  die 
Differentialquotienten  d/dt  Null  sind,  muß  nach  (I)  rot  S,  also  nach  A, 
das  Integral  (Esds  für  jeden  geschlossenen  Weg  verschwinden. 
Ist  dies  Integral  für  einen  Weg,  welcher  von  der  Platte  P^  außen 
um  die  dielektrische  Scheibe  herum  nach  Pg  führt,  gleich  E,  liegt 
also  die  Spannung  E  am  Kondensator,  so  muß  es  für  jeden  durch 
die  Scheibe  von  P^  nach  P2  führenden  Weg  ebenfalls  diesen  Wert 
haben,  also:  p^ 

^Q,ds  =  B 

Fl 
Wir  genügen  allen  Differentialgleichungen,  wenn  wir  überall 
zwischen  den  Platten  das  elektromagnetische  Feld  nicht  nur  als 
zeitlich,  sondern  auch  als  räumlich  konstant,  ferner  die  elektrische 
Feldstärke  überall  parallel  zu  2,  die  magnetische  parallel  y  an- 
setzen. Wir  haben  aber  das  Feld  in  den  beiden  leeren  Schichten 
zu  unterscheiden  von  dem  in  der  bewegten  Scheibe;  es  geschieht 
dies  durch  die  Indices  a  und  7.  Nach  (XXI)  und  (XX-TT)  ist  dann 
in  den  leeren  Schichten: 

®^  =  e^,    ^t  =  ^t>y 

und  im  Inneren  der  Platte: 

Nach  den  Grenzbedingungen  ist  die  normale  Komponente  der 
elektrischen  Verschiebung  stetig,  also: 

®"  =  ®'; 

desgleichen  die  tangentieUe  Komponente  der  treibenden  magne- 
tischen Kraft,  daher: 
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Die  tangentielle  Komponente  der  elektromotorisclien  Kraft  ist 
ebenso  wie  die  normale  Komponente  der  Verschiebung  33  nach 
dem  obigen  Ansatz  auf  beiden  Seiten  der  Grenzflächen  Null. 
Schließlich  ist  noch 

-Pi 
Die  Spannungsdifferenz  E  und  die  magnetische  Feldstärke  ^y 
sind  experimentell  gegebene  Daten.  Zur  Bestimmung  der  sieben 
Unbekannten  (g^  ,  g^,  3)",  3)^'^^,  S5y  und  53y  stehen  die  sieben 
vorstehenden  linearen  Gleichungen  zur  Verfügung.  Von  ihren 
Lösungen  führen  wir  nur  an: 

Da  im  Inneren  der  Platten  P^  und  P^,  kein  elektrisches  Feld  be- 
steht, so  mißt  |2)z|  nach  (255)  die  Dichte  der  Flächenladung  auf 
ihnen. 

Beim  Wilson  sehen  Versuch  war  ^  =  0,  ferner  ft  =  1, 
außerdem  war  a  sehr  klein  gegen  l  und  q^  gegen  c^  zu  vernach- 
lässigen. Man  findet  aus  der  letzten  Gleichung  als  Dichte  der 
Ladung  für  diesen  Fall 

in  Übereinstimmung  mit  dem  Versuchsergebnis. 

Auffallend  ist  an  dem  streng  gültigen  Resultat,  daß  für  eine 
bestimmte  Unterlichtgeschwindigkeit  g  der  Nenner,  die  Determinante 
unseres  Gleichungensystems,  verschwindet;  es  versagt  in  diesem 
Falle  der  obige  unter  Annahme  stationären  Zustandes  aufgestellte 
Ansatz.  Es  hängt  dies  damit  zusammen,  daß  die  Fortpflanzung 
einer  elektromagnetischen  Störung  nach  der  Maxwellschen  Theorie 
mit  der  Unterlichtgeschwindigkeit  c/j/fft  vor  sich  geht,  und  die 
von  uns  vernachlässigten,  vom  Rande  der  Scheibe  ausgehenden 
Störungen  deswegen  bei  der  fraglichen  Geschwindigkeit  niemals 
abklingen.  Jene  Folgerung  aus  der  Maxwellschen  Theorie  wird 
aber,  wie  wir  schon  in  §  7  erwähnten,  von  der  Elektronentheorie 
nicht  bestätigt.  Sie  erkennt  c/\  Sfi  nur  als  Phasengeschwindig- 
keit bei  periodischen  Vorgängen,  nicht  als  Ausbreitungsgeschwindig- 
keiten  von  Störungen   an,   so    daß  man  füglich  bezweifeln  kanU; 
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daß  man  sich  bei  diesem  Schluß  nocli  im  Gültigkeitsbereich  der 
Max  well  sehen  Tlieorie  befindet. 

e)  Die  Versuche  von  Röntgen  und  Eichenwald*).  [VgL 
§4,  d)].  Für  die  Beschreibung  des  magnetischen  Feldes  hat  man 
im  allgemeinen  die  Wahl  zwischen  den  Vektoren  ^  und  33;  im 
leeren  Raum,  in  welchem  die  Beobachtung  bei  den  Röntgen- 
und  Eichenwaldechen  Versuchen  erfolgt,  werden  aber  beide  mit 
einander  identisch.  Aus  (XXII)  folgt  nun  für  unmagnetische 
Körper  (/lc  =  1): 

5B  =  $--^(q,fD-(S)] 

und  daraus  nach  (IIb): 

Da  nach  (IV)  div  33  =  0 ,  und  jeder  Raumvektor  durch  seine 
Rotation  und  seine  Divergenz  eindeutig  bestimmt  ist,  so  kennt  man 
das  magnetische  Feld  vollkommen,  wenn  außer  dem  Verechiebungs- 
strom  jD,  dem  Leitungsstrom  3^  und  dem  Konvektionsstrom  Qq 
noch  der  Röntgen  ström  röte'S)  —  @,  q]  gegeben  sind.     Da  man 

für    kleine   Werte   von  —  wegen   des  Faktors  —  nach  (XXI)   in 

erster  Näherung  hier  ®  =  £S  setzen  kann,  so  hat  der  Röntgen- 
strom  in  homogenen  Körpern  die  Dichte 
(£  — l)ro/[eq] 
in  Übereinstimmung  mit  dem  Versuchsergebnis, 

f)  Der  Fresnelsche  Mitführungskoeffizient 5).  Für 
die  Optik  der  ponderablen,  ruhenden  Körper  haben  wir  nach  §  5 
(X  =  1  und  für  s  das  Quadrat  des  Brechungsindex  n^  zn  setzen. 
Die  Gleichungen  (20)  für  eine  ebene  Welle,  bezogen  auf  das  mit- 
bewegte System  K^  lauten  deshalb: 

®o  ^  2)^0  5^-^  0^         530  =  ^0  5j„  0^ 

„  0  =  27iv'> 

X  '<" [xo  CCS  d^^  -[-  sin  'O-'J  (j/o  cos  9?"  -f  -s^"  sin  y**)]/  [ 

wo  analog  zu  (172)  gesetzt  ist: 

cosi&x^)  ■=  cos 9''^,     cos(&y^)  =  sin dr'^ cos (p^, 
cos  ((S"«")  =  sin  d*^  sin  qp". 


i\l    (256) 
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Nach  (234)  und  (236)  drückt  sich  dasselbe  in  den  Beziehungen  aus: 

m  =  mo  sin  0,     85  =  2Jo  sin  ®. 

Man  sieht  an  der  letzteren  Form  wie  bei  der  Theorie  der  Aberration 
in  §  16  a,  daß  0  für  alle  berechtigten  Bezugssysteme  denselben 
"Wert  haben  muß.  Im  Gegensatz  zu  dort  sind  hier  aber  nicht 
alle  diese  Systeme  gleichwertig,  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit 
der  Phasen  V  ist  vielmehr  nur  für  das  System  Ä'o  gegeben ,  für 
alle  anderen  erst  zu  bestimmen.  Wir  setzen  daher  für  ein 
anderes  System  K: 

0  =  2  7tvlt  —  yfxcosQ'  -\-  sin^^  (ii  cos  cp  -{-  z sin  (p)j  > 

und  suchen  neben  v  und  &  auch  V  durch  Transformation  zu  be- 
rechnen. 

Führen  wir  nun  die  spezielle  Transformation  (XI)  aus,  indem 
wir  unser  System  K'^  mit  dem  dort  eingeführten  K'  identifizieren, 
so  finden  wir  aus  (256): 

c  -^q  n°  cos  ??° 
'c^  —  q^ 


0 


2%v'> 


y 


\  I       {q  -\-  cn^  cos  d^)  X  -\-  n^  sin i?"  Vt^  —  gS  ( ,^  ^.Qg  gjO  _}_  ^  gi^  ^O)  j 
\  cic-\-qn^cos'd^y^  / ' 


c{c-\-  qn^cosd'^) 
Durch  Vergleich  der  beiden  Formen  von  0  folgt: 


cp  =  ^0,     tg&  = 


v^sind'^  l'c^  —  g* 


V 


V=  c 


q-\-  c  j(°  cos  d^ 
Q  c -{- qn'^  cos  d'^ 

c-\-  qn^cosd"^ 


'257) 


y^q-^-c  n"  cos  i?<')2  4-  n"2  (c^  —  q^)  sin^  d^ 

Bei  Vernachlässigung  der  zweiten  und  der  höheren  Potenzen 
von  qjc  folgt  hieraus : 

-^                 C-\-qn^C0Sd                   1    /      ,          n         a.\/i            <1  <x\ 

V  = — '-^ =  —  (c  -L  g  w"  COSd')  (1 —COSd-  ) 

=  ^^(lcos&{l-^^ (257a) 

[n   erster   Näherung   tritt   also    die   Komponente    der 
Geschwindigkeit    des    Körpers    parallel    zum    Licht- 
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strahl,  multipliziert  mit  dem  Fresnelschen  Mitf ührungs- 
koef  f  izien ten  1  —  l/w"^,  zur  Phasengeschwindigkeit  c/«** 
additiv  hinzu.  Dies  entspricht  dem  experimentellen  Befund 
beim  Fizeau sehen  Versuch  (§  2)  (cosd'  =  +1);  namentlich 
mit  Zeem ans  Wiederholung  stimmt  es  bis  auf  weniger  als  1  Proz. 
überein. 

Um  den  früher  angekündigten  Zusammenhang  mit  dem  Ein- 
st ein  sehen  Additionstheorem  der  Geschwindigkeit  zu  erkennen, 
hat  man  nach  der  Geschwindigkeit  des  Strahles  im  bewegten 
Körper  zu  fragen.  Beim  ruhenden  Körper  ist  bekannt,  daß  ein 
zylindrischer  Ausschnitt  aus  einer  ebenen  Welle,  wenn  der  Zylinder- 
mantel von  Strahlen  gebildet  ist,  sich  unverändert  in  der  Strahl- 
richtung fortpflanzt,  und  zwar  gilt  dies  mit  jeder  beliebigen  An- 
näherung, wenn  wir  die  Grundfläche  des  Zylinders  gegen  die 
Lichtwellenlänge  hinreichend  groß  wählen.  Ein  materieller  Punkt, 
welcher  sich  dauernd  in  diesem  Zylinder  befinden  soll,  muß  daher 
Strahlengeschwindigkeit  haben.  Die  Tatsache,  daß  er  dauernd  be- 
leuchtet wird,  gilt  nun  aber  für  alle  Bezugssysteme.  Daher  muß 
sich  die  Strahlgeschwindigkeit  wie  die  eines  materiellen  Punktes 
transformieren.  Im  System  K^  hat  sie  nach  der  Maxwellschen 
Theorie  den  Wert  c/n^.  Nach  dem  Additionstheorem  [Gleich.  (37)] 
hat  sie  mithin  im  System  K  den  Betrag: 


_       y c^  +  no^ q^  -{-2  q  cn<^ cos^  —  q^  si7t^'d^ 
c  ?!.*'  -j-  q  cos  d^  ' 

während  die  Neigung  ■0'  des  Strahles  gegen  die  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit durch  die  aus  (33)  folgende  Gleichung 


^  c  cos  d*^  -\-nP  q 

bestimmt  ist.  Strahl  und  Wellennormale  haben,  wie  aus 
den  letzten  Gleichungen  und  aus  (257)  hervorgeht,  im  bewegten 
Körper  im  allgemeinen  verschiedene  Richtung  und  Ge- 
schwindigkeit. Die  Unterschiede  müssen  aber  aus  Symmetrie- 
gründen fortfallen,  wenn  wie  beim  Fizeau  sehen  Versuch  O'O  ^  0 
oder  =  7C  ist.  Dann  wird  in  der  Tat  in  Übereinstimmung  mit 
dem  obigen  Wert  von  V: 

c±v^q  c    1      /,         1  \    , 

«"c  +  3         Ji" —     \  rr^J 


—     185     — 

g)  Der  Versuch  von  Zeeman.  Beim  Fizeauschen  Inter- 
ferenzversuch ist  die  strömende  Wa-^s^rsäule  hinten  und  vorn  be- 
grenzt durch  zwei  feststehende  Glasplatten,  durch  welche  das 
Licht  ein-  und  austritt,  während  das  Wasser  kurz  vor  ihnen  seitlich 
ausweicht.  Jetzt  ersetzen  wir  diese  Wassersäule  durch  eine  Säule 
aus  Glas,  welche  sich  mit  der  Geschwindigkeit  3  in  der  Eichtung 
des  Lichtstrahls  gegen  das  berechtigte  Bezugssystem  K  bewegt; 
ihre  Länge  sei  ?.  Wir  berücksichtigen  im  folgenden  nur  Glieder 
erster  Oi-dnung  in  g/c. 

Da  jetzt  die  Endflächen  der  Glassäule  an  der  Bewegung  teil- 
nehmen, so  hat  das  Licht,  bezogen  auf  K,  die  bewegte  Strecke  l 
zu  durchlaufen.     Es  tut  dies  mit  der  Relativgeschwindigkeit 

Denn  die  Geschwindigkeiten  F  und  g  beziehen  sich  auf  dasselbe 
System  K,  setzen  sich  also  nach  §  7  (vgl.  besonders  die  Anmerk. 
auf  S.  64)  nach  der  gewöhnlichen  Vektorregel  zusammen.  Es 
braucht  also  dazu  die  Zeit 


tx.  = 


l  Ino 


='-fi^+^y  ■  ■  -(^svb) 


9 

Dafür  erspart  es  sich  die  Strecke  t^q  in  Luft;  denn  um  diese 
Strecke  verschiebt  sich  ja  der  Glasstab  während  der  Zeit  t+  in 
der  Strahlrichtung.  Will  man  somit  die  Zeit  berechnen ,  welche 
das  Licht  zwischen  einem  festen  Raumpunkt  vor  und  einem  solchen 
hinter  der  Glassäule  braucht,  deren  Abstand  L  ist,  so  muß  man 
setzen 


Durchläuft  ein  anderer  Strahl  die  gleiche  Strecke  L  in  entgegen- 
gesetzter Richtung,  so  ist  für  ihn  die  entsprechende  Zeit 


.    Z 


+K"»-f(i-'*°'> 


Zeeman   vergleicht   beide   durch  einen   Interferenzversuch.      Er 
mii3t  so  den  Unterschied 

2  (yZ   ,,  n\ 

r+  —  r_  =  -^  (1  —  wO) 
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durch  eine  Streifeaverschiebung,  welche  bezogen  auf  den  Streifeu- 
abstand  als  Einheit  beträgt 

(Den  Einfluß  der  Dispersion,  welcher  auch  hier  infolge  des  Doppler- 
effekts auftritt,  lassen  wir  entsprechend  der  zweiten  Anmerkung 
auf  S.  24  fort.)     Der  Versuch  bestätigt  diese  Formel.    (§  2.) 

h)  Der  Versuch  von  Harress*^).  Er  unterscheidet  sich  im 
Grundsatz  nur  wenig  von  dem  Zeem ansehen.  Man  denke  sich 
zunächst  einmal   die  Endflächen   der  soeben   erwähnten  Glassäule 

statt  zu  deren  Längsrichtung  senkrecht 
FigiSa-  unter   45"    zu    ihr   geneigt   (Fig.  18a). 

Dann  stellt  die  Linie  AB  CI)  den  Gang 
eines  Strahles  dar,   welcher  die  Längs- 
richtung in  der  Richtung  der  Geschwin- 
digkeit  durchsetzt.      Die    Zeit,   welche 
das  Licht  vor  der  Spiegelung  bei  B  und 
nach  der  bei  C  zur  Durchlauf  ung  irgend 
einer  Strecke  zwischen  zwei  festen  Eaum- 
punkten  braucht,  ist  von  der  Geschwindigkeit  q  in  erster  Ordnung 
unabhängig.      Zwischen  B  und  C  aber  braucht   es   nach   (257  b; 
die  Zeit 


r>2 


Bestimmte  man  .hier  die  ZeitdLfferenz  für  zwei  entgegengesetzt  ge- 
richtete Strahlen,  so  fände  man  also 

r.-r_  =  ^ (257c) 

Warum  der  Brechungsindex  hier  herausfällt,  sieht  man  sehr 
leicbt,  wenn  man  die  Durchlauf ungszeit  zunächst  im  Ruhsystem 
des  Glasstabes  berechnet  und  sie  dann  auf  das  System  K  trans- 
formiert.    Nach  (XI)  ergibt  sich  dabei  nämlich  aus  der  Formel 


]'l  — 2Vc3 
in  Gliedern  erster  Ordnung  unmittelbar 

*.  =  '^  +  4- 
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Die  Dispersion  bedingt  hier  im  Gegensatz  zum  FizeauscLen  und 
Zeemanschen  Versuch  keine  Änderung. 

Beim  Harr ess sehen  Versuch  ist  nun  der  Glaskörper  nicht  in 
translatorischer,  sondern  in  drehender  Bewegung.  Das  bringt 
eine  erhebliche  Verwicklung  in  die  Theorie,  besonders,  weil  die  hier 
vorgetragene  Relativitätstheorie  den  EinfluiS  der  damit  verbundenen 
Beschleunigungen  im  unklaren  läßt.  Vernachlässigt  man  diesen, 
so  bleibt  immer  noch  die  Schwierigkeit,  daß  der  Strahl  in  einem 
rotierenden  Körper  nicht  geradlinig  bleiben  kann,  und  daß  sich  an 
einem  Teil  der  spiegelnden  Flächen ,  soweit  diese  nicht  zur  Ge- 
schwindigkeit tangentiell  liegen,  das  Spiegelungsgesetz  ein  anderes 
wird,  als  bei  Ruhe.  Denn  beide  Erscheinungen  verlagern  den  Weg 
des  Strahles  gegenüber  dem  Glaskörper. 

Zum  Glück  kann  man  nun  zeigen ,  daß  diese  Verlagerung 
keinen  Beitrag  erster  Ordnung  zu  der  Zeitdifferenz  r+  —  r_  liefert, 
welche  auch  hier  durch  einen  Inierferenzvei'such  bestimmt  wird 
Denn  betrachten  wir  einmal  bei  Ruhe  den  Strahl,  welcher  von 
einem  Punkt  P  der  Fläche,  welche  die  interferierenden  Strahlen 
trennt  und  später  wieder  vereinigt,  im  Sinne  der  späteren  Drehung 
zu  einem  Punkt  Q  derselben  Platte  führt.  Die  Zeit,  welche  er 
für  diese  Strecke  braucht,  berechnet  sich  aus  den  geradlinigen 
Teilen  l  zwischen  je  zwei  Brechungen  oder  Spiegelungen  und  dem 
Brechungsindex  w^  der  auf  diesen  Strecken  herrscht,  zu 

lv  =  -qJ-  Tritt  jetzt  die  Drehung  ein,  so  verändert  sich  diese 
Summe  um 

wobei  bv  die  Änderung  der  Relativgeschwindigkeit  des  Lichts 
gegen  die  Strecke  l  bedeutet.  Die  Veränderungen  Öl  werden  im 
allgemeinen  von  der  ersten  Ordnung  in  qlc  sein.  Nach  dem  vSatz 
vom  ausgezeichneten  Lichtweg,  welcher  in  der  geometrischen  Optik 
als  Fermatsches  Prinzip  bezeichnet  wird,  ist  dann 

V  ^      c 

klein  von  der  zweiten  Ordnung,  braucht  also  nicht  berücksichtigt 
zu  werden. 
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löv 


Die  Summe  ^]  —^  ist  so  zu  berechnen,  als  wären  die  einzelnen 

Teile  des  Strahlen  ganges  alle  gerade  geblieben.  Die  Komponente 
q  .cosQ',  welche  in  (257a)  auftritt,  ist  nun  bei  der  Drehbewegung, 
wie  eine  leichte  geometrische  Betrachtung  zeigt,  für  jeden  Punkt 
eines  Lichtweges  I  gleich  cor,  wenn  co  die  Winkelgeschwindigkeit, 
r  den  Abstand  der  Strecke  l  von  der  Drehachse  bedeutet.  (Wir 
denken  alle  Strecken  1  als  senkrecht  zur  Drehachse.)  Infolge- 
dessen  ist  dv   die  Differenz    zwischen   der  Relativgeschwindigkeit 


„  c    /^        cor\ 


die  das  Licht  zur  bewegten  Strecke  l  hat,  und  dem  für  die  Ruhe 
geltenden  Werte  c/M°.     Also  ist 

Der  Interferenz  versuch  zwischen  zwei  im  entgegengesetzten  Sinne 
umlaufenden  Strahlen  bestimmt  somit  den  Zeitunterschied 

öt+—dt^  =  ^^2Jrl     .    .    ■    .  (257d) 


durch  die  Streifenverschiebung 


/.c 

l^^riistdie  vom  Strahlengang  umschlungeneFlächeF,  somitkönnen 
wir  auch  hier  wie  beim  Versuch  von  Sagnac  in   §  16c  setzen: 

.         4oF 
z/  ==  —. 

Äc 

Die  Formeln  (257c)  und  (257  d)  bedeuten  dasselbe,  wenn  man 
daran  denkt,  daß  im  einen  Fall  q,  im  anderen  ar  die  Geschwindig- 
keit des  Körpers  in  der  Strahlrichtung  darstellt.  Insofern  ist  der 
Harresssche  Versuch  ein  Ersatz  für  den  in  Fig.  18  a  geschilderten. 


Wir  haben  hiermit  die  Erklärung  aller  in  §  2  genannten  Er- 
fahrungstatsachen über  die  Elektrodynamik  der  bewegten  Körper 
mit  alleiniger  Ausnahme  der  Dynamik  des  Elektrons  gegeben. 
Das  Fehlschlagen  aller  Versuche,  auf  der  Erde  einen  Einfluß  der 
Erdbewegung   nachzuweisen,    erklärt   das   Relativitätsprinzip    an 
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sict.  Zur  Deutung  der  Aberration,  des  Doppler  sehen  Prinzips 
sowie  der  sonstigen  Beobachtungen  über  den  Einfluß  der  Be- 
wegung der  Körper  gegeneinander  wurden  außer  jenem  Prinzip 
keine  anderen  Tatsachen  oder  Hypothesen  herangezogen,  als  die 
in  der  Max  well  sehen  Elektrodynamik  des  Yakuums  und  der 
ruhenden  Körper  enthaltenen.  Alles  weitere  ergab  sich  als  not- 
wendige, eindeutige  Folge.  Unter  Vorbehalt  einer  Prüfung  der 
Dynamik  des  Elektrons  können  wir  also  behaupten:  Die  Er- 
fahrungen auf  elektromagnetischem  Gebiete  bestätigen 
das  Relativitätsprinzip  in  allen  seinen  Folgerungen. 

§  24.     Energie  und  ponderomotorische  Kraft. 

a)  Die  Unzulänglichkeit  der  Maxwellschen  Theorie. 
Einige  Überlegung  erfordert  die  Ableitung  der  ponderomotorischen 
Kraft  für  die  Minkowskische  Elektrodynamik,  denn  der  Ansatz 
(IX)  und  (X)  der  Maxwellschen  Theorie  für  ruhende  Körper  kann 
schon  aus  dem  Grunde  nicht  für  unbedingt  richtig  angesehen 
werden,  weil  nach  ihm  auch  Punkte  des  leeren  Raumes  KJräfte  er- 
fahren können.  An  dieser  Stelle  müssen  wir  also  dieMaxwellsche 
Theorie  zunächst  ergänzen,  doch  so,  daß  ihre  Übereinstimmung 
mit  der  Erfahrung  dabei  nicht  aufgehoben  wird.  Nun  haben  wir 
schon  im§  15(S.117,  Anm.)  gesehen,  daß  die  Kraft  auf  das  Vakuum 
dann  auftritt,  wenn  man  die  elektromagnetische  Bewegungsgröße 
nicht  berücksichtigt.  Es  kann  daher  kein  Zweifel  sein,  daß  man 
den  Ansatz  (IX)  nach  (161a)  zu 

da 

zu  erweitern  hat.  Vorläufig  kennen  wir  die  Größe  der  Impuls- 
dichte g  freilich  nur  für  den  leeren  Raum;  nach  (160)  ist  sie  dort 
gleich  l/c[(^^]. 

b)  Die  Transformation  beliebiger  ponderomotori- 
scher  Kräfte.  Nun  konnten  wir  die  Kraftdichte  ^-  nach  (143), 
(144)  und  (145)  unter  Hinzufügung  ihrer  Leistung  (mit  dem 
Faktor  i/c)  als  zeitartiger  Komponente  zu  der  Viererkraft  F  er- 
gänzen, welche  sich  wegen  ihrer  Vektoreigenschaft  auf  den  Tensor  T 
vermöge  der  Beziehung  (XVI) 

F  =  —zJivT (XVI) 
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zunickführen  ließ.  Es  müssen  sich  aber  alle  ponderomoto- 
rischen  Kräfte,  gleichgültig  welchen  Ursprungs,  der 
Lorentz-Transf  ormation  gegenüber  gleich  verhalten. 
Denn  ist  in  einem  berechtigton  Systeme  ein  Körper  unter  dem 
Einfluß  verschiedenartiger  Kräfte  im  dynamischen  und  thermischen 
Gleichgewichte,  sodaß  sich  sein  Zustand  im  Laufe  der  Zeit  nicht 
ändert,  so  bedeutet  dies,  daß  die  Resultante  aus  diesen  Kräften 
sowie  ihi'e  Leistungen  in  Summa  verschwinden.  Der  Tatbestand 
der  ünveränderlichkeit  des  Zustandes  kann  aber  nicht  dadurch 
aufgehoben  werden,  daß  wir  der  Betrachtung  ein  anderes  Bezugs- 
system zugrunde  legen.  Auch  in  diesem  müssen  sich  die  Kräfte 
und  ihre  Leistungen  gegeneinander  aufheben.  Dies  können  sie 
aber  nur  dann  in  beiden  Systemen  tun,  wenn  sie  sich  alle  gleich 
transformieren,  d.  h.  wenn  sich  jede  Art  von  Kräften  mit  der  ent- 
sprechenden Leistung  zu  einem  Vierervektor  zusammenfassen  und 
damit  nach  (XVI)  auf  einen  Welttensor  zurückführen  läßt. 

c)  Die  Bedeutung  der  Komponenten  des  Welt« 
tensors  T.  Nun  muß  Gleichung  (XVI),  angewandt  auf  die 
zeitartige  Komponente: 

den  Energiesatz  enthalten,  da  links  die  Leistung  {Ä)  der  Kraft 
pro  Volumeinheit  steht.     Setzen  wir  nämlich: 

—  icTi^  =  ©^  usw.,     —Tu  —  W    .    .    .    (258) 

wie  in  (151),  so  lautet  diese  Beziehung: 

Ä  -\-  div  ©  +  ^  =  0 (259) 

durch  Integration  über  einen  abgeschlossenen  Bereich  geht  sie 
nach  dem  Gaußschen  Satz  {x)  über  in 


{ÄdS-\-^{wdS  =  f(Snf?<5. 


Ea  ist  aber  nach  dem  Energieprinzip  das  Kennzeichen  der  Be- 
griffe Energiedichte  und  Energieströmung,  daß  sie  zur  Leistung 
f^dS  in  dem  Zusammenhange  stehen,  wie  hier  die  Größen  W 
und  ©.  Wir  werden  daher  den  Skaiar  W  als  Energiedichte,  den 
Vektor  ©  als  Energiestrom  betrachten. 
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Aus'ewandt  auf  die  raumartigen  Komponenten  ergibt  (XVI): 
dTxx       dTry       dT.z        d 
du 


TT    _  cv     _         ÖTxx        dTry        dT,,         d  (l  \ 


und  wenn  wir 

Txx  =  pzx,     Txy  =  px'j  usw.     —jTj.i:=  g^  usw.  .    .   (260) 
setzen: 

g  =  _bitp-^ (261) 

oder  nach  derselben  Integration  wie  oben  gemäß  t: 


jü^S  +  ^jgcZS=j^d(5. 


Wir  wollen  nun,  wie  schon  in  §  15  erwähnt,  außer  dem  Euergie- 
prinzip  auch  den  Impulssatz  als  ein  empirisch  wohlbegründetes 
Axiom  in  die  Relativitätstheorie  übernehmen,  dt  l  ^dS  =  .^dt  ist 
nach  ihm  der  mechanische  Impulszuwachs,  welchen  die  betrachtete 
Kraft  den  Körpern  im  Integrationsgebiete  in  der  Zeit  dt  verleiht. 
Soll  also  die  letzte  Gleichung  für  alle  nur  denkbaren  körperlichen 

Systeme  und  Vorgänge  gelten,  so  müssen  wir  df -r-  1  gdS  als  den 

nichtmechanischen  Impulszuwachs  und  das  Oberflächenintegral 
dt\p,jl6  als  den  von  außen  einströmenden  Impuls,  d.  h.  p  als 
einen  räumlichen  Spannuugstensor  deuten  —  genau  so  wie  in 
§  15.  —  Wir  vermeiden  hier  das  Wort  „Kraft"  für  |p„cZö.  weil 
es  nicht  mehr  zuträfe,  wenn  die  Grrenzfläche  bewegte  Körper 
schneidet.  Wir  verweisen  in  dieser  Hinsicht  auf  §  28.  Manche 
Autoren  vermeiden  deshalb  auch  den  Ausdruck  „Spannung"  für 
den  Tensor  p  und  nennen  ihn  die  Impulsströmung,  im  Gegensatz 
zu  den  „relativen"  Spannungen  t,  von  denen  in  §  28  die  Eede 
sein  wird.  Doch  gehören  die  Max  well  sehen  Spannungen  zu  der 
ersteren  Art. 

Freilich  sind  diese  Bestimmungen  nicht  eindeutig.  Man  kann 
als  Euergiedichte  W  vermehrt  um  einen  zeitlich  unveränderlichen 
Skalar,  als  Impulsdichte  g  vermehrt  um  einen  solchen  Vektor,  als 
Energieströmung  die  Summe  aus  3  und  einem  divergenzfreien 
Vektor  und  als  Spannungstensor  die  Summe  aus  p  und  einem 
divergenzfreien  Tensor  ansehen,  ohne  daß  sich  etwas  an  den 
Gleichungen   (259)  und  (261)   ändert.     Eine  weitergehende  ün- 
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bestimmtlieit,  daß  sich  z.  B.  für  W  zwei  wesentlich  verschiedene 
Zustandsfunktionen  angeben  liei3en,  die  der  obigen  Energie- 
gleicbung  genügen,  widerspräche  dem  Energieprinzip,  welches 
wesentlich  darauf  beruht,  daß  die  Energie  nur  bis  auf  eine 
additive  Konstante  unbestimmt  bleibt,  und  Entsprechendes  gilt 
für  den  Impuls.  Wenn  wir  aber  darüber  hinaus  von  den  an- 
gegebenen möglichen  Zusätzen  absehen,  so  ist  das  zweifellos  eine 
neue  Hypothese,  welche  zurzeit  noch  nicht  einmal  empirisch 
völlig  zu  rechtfertigen  ist,  sondern  sich  zunächst  nur  durch  die 
außerordentliche  Vereinfachung  empfiehlt,  welche  sie  in  die 
Theorie,  besonders  auch  in  die  Mechanik  hineinbringt.  Sie 
gestattet,  wie  der  Vergleich  von  (258),  (260)  und  der  Be- 
ziehung Tjk  =  Tuj  unmittelbar  zeigt,  vor  allem  die  bisher 
völlig  unzusammenhängenden  Begriffe  des  Impulses 
und  der  En  ergieströmung  in  die  universelle  Beziehung 

8  =  § (XXV) 

zu  setzen  [Planck^)],  welche  wir  als  den  Satz  von  der 
Trägheit  der  Energie  bezeichnen*).  Wir  werden  diese 
Hypothese  in  der  vorliegenden    Schrift  dauernd  beibehalten. 

Außer  dem  nichtmechanischen  Impuls  gibt  es  dann,  wie  wir 
schon  in  §  15  an  dem  Beispiele  des  elektromagnetischen  Impulses 
sahen,  einen  gleichartigen  Drehimpuls,  welcher  sich  nach  der 
rorn>el(162)  ?  =  f[r8]<JS 

berechnet.  Die  dortigen  Betrachtungen  können  unverändert  über- 
nommen werden,  sofern  die  im  Integrationsgebiet  liegenden  Körper 
nicht  über  dessen  Grrenze  hinausragen;  anderenfalls  treten  Be- 
trachtungen wie  in  §  28  b  in  Kraft.  Wie  die  Summe  aus  allen 
Impulsarten,  so  ist  auch  die  aller  Drehimpulse  zeitlich  unver- 
änderlich. 

d)  Anwendung  auf  die  Elektrodynamik.  Wenden  wir 
dies  Ergebnis  auf  die  Elektrodynamik,  und  zwar  im  System  K^ 
an,  so  finden  wir  nach  (XXV),  da  der  Energiestrom  nach  (19) 
(go  ^r  cia^^^]  ist,   als   die  Dichte   des  elektromagnetischen  Im- 

o^=i[(?o§o] (262) 


pulses  den  Vektor 


c 


*)  Näheres  vgl.  §  26. 
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Wir  bleiben  iu  Übereinstimmung  mit  der  Erfahrung,  wenn  vdr 
für  den  Spannungstensor  p^  den  Maxwellschen  Ansatz  (IX)  un- 
verändert übernehmen  und  nach  (261) 

go=:,_t,ittpO_i^[go^o]      _    .    .    (263) 

setzen.     Denn  die  Zusatzkraft 'XjU^^^'^]  entzieht  sich  durch 

ihre  Kleinheit  stets  der  Beobachtung*).  Auch  enthält  y|^  diesem 
Falle  die  Fortlassung  eines  zeitlich  unveränderlichen  Summanden 
bei  der  Impulsdichte  keine  neue  Hypothese.  Denn  ein  solches 
Glied  bliebe  auch  dann  bestehen,  wenn  das  elek+romagnetische 
Feld  verschwindet;  es  entbehrte  in  diesem  Falle  aber  offenbar 
jeder  Berechtigung. 

Damit  ist  die  oben  geforderte  Ergänzung  der  Maxwellschen 
Theorie  durchgeführt.  Der  elektrodynamische  Welttensor  T  ist 
durch  die  Angabe  von  TF°  (Formel  Vm),  p"  (IX)  und  g®  bzw. 
©"  (262)  eindeutig  bestimmt.  WiU  man  die  Energie  oder  Impuls- 
dichte für  ein  anderes  Syst-em  K  berechnen,  in  welchem  sich  der 
Körper  bewegt,  so  hat  man  den  Tensor  T  so  auf  die  Welt- 
vektoren Wl ,  2?  und  Y  zurückzuführen ,  daß  seine  Komponenten 
in  K'^  diese  Werte  annehmen,  und  dann  seine  Komponenten  in 
K  zu  berechnen.  Abraham,  Grammel  und  Kafka 2)  finden 
dabei: 

W  =  I  ((g®)  +  ($S))  +  ^,(q,  [g$]  -  [®8])- 

e)  Die  Joulesche  Wärme.  Trotz  der  unter  b)  ausein- 
andergesetzten Gemeinsamkeit  des  Verhaltens   der  Viererkraft  F 


*)   Berechnet  man    den    Maxwell  sehen   Wert    der   Kraftdichte 
aus  (IX)  und  (X),  so  findet  man  dabei  einen  Summanden 


1 A 


(f/.[go§oj), 


welcher  stets  unterhalb  der  Grenze  der  Meßmöglichkeit  liegt  (vgl.  z.  B. 
E.  Cohn,  Das  elektromagnetische  Feld;  Leipzig  1900,  S.  553).  Unser 
Zusatz  macht  daraus 

was  von  derselben  Größenordnung  ist. 

Laue,   Belativitätsprinzip.     4.  Aufl.  |o 
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in  den  beiden  Gebieten  der  Elektrodynamik  besteht  doch  ein 
gewisser,  auf  der  atomistischen  Struktur  der  Materie  beruhender 
unterschied  hinsichtlich  der  Bedeutung  ihrer  zeitartigen  Kom- 
ponente. In  §  15  war  P  senkrecht  auf  der  Weltlinie  des  Elektrons. 
Hier  aber  haben  die  Weltlinien  der  Leitungselektronen  im  allge- 
meinen andere  Eichtungen  als  die  Weltlinie  der  materiellen  Punkte 
des  Körpers  (vgl.  Fig.  18).  So  können  wir  es  verstehen,  daß  hier 
die  Vierer  kraft  auf  deim  letzteren  nicht  senkrecht  steht.  In  der 
Tat  ist  die  zur  Weltlinie  parallele  Komponente  von  F,  d.  h.  ihre 
zeitartige  Komponente  bezogen  auf  das  System  K^,  nach  Gleichung 
(259),  (18)  und  (19): 

Fio  =  —  Jivio  T 

also  im  allgemeinen  von  Null  verschieden.  Auch  wenn  der  Körper 
ruht,  leistet  die  elektrodynamische  Kraft  an  den  sich  in  ihm 
bewegenden  Leitungselektronen  eine  Arbeit,  welche  sich  als 
Joule  sehe  Wärme  Q^  äußert*).  Infolgedessen  ist  auch  das  skalare 
Produkt  ( Fi^)  nicht  wie  in  (146)  Null;  berechnet  man  es  aus  den 
Komponenten  beider  Vektoren  nach  den  Achsen  des  Systems  X°, 
so  findet  man  vielmehr,  da  nach  (83)  Y^o  =  0  usw.,  Yp  =  i  ist, 

(YF)  =  YioFio  z=  -Igo. 

Benutzt  man  aber  die  Komponenten  nach  einem  anderen  System  K 
dazu,  so  folgt  nach  (83): 

(rF)=:  r.F.+  r,F,4-  r.F.-i-  YiFi  =  ^-^^^±Jßi  =-^e«. 

Diese  Gleichung  zwingt  zu  der  Deutung,  daß 

Fl  =  -^  {{qm -^  Q) (264) 

die  Verallgemeinerung  der  obigen  Gleichung  für  Fio,  und  daß 

Q  =  ^^^^Q' (265) 

*)  Genau  genommen,  ist  unter  Q^  alle  die  Energie  (pro  Zeit-  und 
Volumeinheit)  gemeint,  welche  das  elektromagnetische  Feld  als  Arbeit 
in  den  Atomen  leistet,  also  außer  der  Jou leschen  auch  die  Peltier-  und 
Thomsonwärme,  die  Energievermehrung  durch  chemische  Zersetzungen 
oder  Konzentrationsänderungen.  Nur  weil  diese  alle  auf  Inhomogeni- 
täten der  Körper  beruhen,  müssen  wir  sie  im  Text  ausschließen  (vgl. 
S.  35,  Anm.). 
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die  Joule  sehe  Wärme,  bezogen  auf  K,  ist.  Die  mechanische 
Arbeit  (q§)  und  die  Joule  sehe  Wärme  Q  treten  hier  additiv  zur 
Gesamtleistung  zusammen. 

Um  Q  für  ein  beliebiges  System  durch  die  Feldvektoren 
auszudrücken,  beachten  wir,  daß  nach  (243)  und  (248)  das 
skalare  Produkt: 

also,  für  K^  berechnet, 

{A\Ym])  =  ^-^  =  -^(20 

ist.     Aus  den     drei     letzten  Gleichungen  und  (246)  folgt: 

§  =  (ö(S*)  =  (a(S  +  |[qS])      .    .    .     (266) 

Für  die  Umrechnung  der  elektrodynamischen  Ejaftdichte  ^ 
bei  der  speziellen  Lor  entz-Transformation  (XI)  gelten  ähnliche 
Formeln  wie  in  der  Elektronentheorie;  man  erhält  sie  unmittelbar 
aus  (147),  indem  man  entsprechend  (264)  dort  (q^)  durch 
(qg)+g  ersetzt*): 

^-=  \,;J  »     %y  =  %'y,     %.  =  ^'.-    (267) 

yi  — ^2 

Für  die  Gesamtkraft  Ä  z=  j  ^  ö  F  folgt  daraus  wie  in  §  1 5  [vgl. 
(149)]  und  unter  denselben  Beschränkungen: 


>+^^' 


1  +  -2-  1  +  -C2- 


(268) 


(Planck^)  **).    Dabei  ist  J?  =  j  ^  d  F  die  gesamte  im  Integra- 

*)    Bei    Berücksichtigung    der   Elektrostriktion  kommt   noch  ein 

weiteres    Glied    hinzu,    welches    mit    der    zeitlichen   Veränderung  des 
Spaanungszustandes  proportional  ist. 

**)  Der  Unterschied  zwischen  Gleichung  (268)  und  Plancks  ent- 
sprechender Formel  (32)  erklärt  sich  daraus,  daß  Planck  neben  der 
Kraft  ß  noch  einen  äußeren  Druck  berücksichtigt,  der  im  Sinne  des 
obigen  Textes  mit  in  der  Kraft  ß  enthalten  ist  *). 

13* 


—     196     — 

tionsbereich  pro  Zeiteinheit  entwickelte  Wärme.    Für  sie  gilt  nach 

(265)  und  (31)  die  Transfcrmationsformel: 

7?                    7?'               P« 
~A-,  =  -^^,  =  4 (269) 

Wir  ziehen  aus  diesen  Gleichungen  die  ebenso  wichtige  wie 
merkwürdige  Folgerung,  daß  im  ungestrichenen  System  eine  Kraft 
auch  dann  auftreten  kann,  wenn  im  gestrichenen  System  keine 
vorhanden  ist;  dann  nämlich,  wenn  Joule  sehe  Wärme  entwickelt 
wird.  Erleidet  nun  irgend  ein  vom  Strom  durchflossener  Leiter 
bei  Ruhe  keine  Gesamtkraft,  wie  z.  B.  ein  unendlich  langer  Draht 
von  kreisförmigem  Querschnitt  von  seinem  eigenen  Felde,  so  be- 
hält er  seinen  Ruhezustand  beL  Beziehen  wir  denselben  Vorgang 
auf  ein  berechtigtes  System,  in  welchem  er  sich  bewegt,  so  heißt 
dies,  er  ändert  seine  Bewegung  nicht.  Dennoch  erfährt  er  in  diesem 
System  eine  Kraft.  Es  gibt  also  Fälle,  in  welchen  eine 
Kraft  die  Geschwindigkeit  unbeeinflußt  läßt.  Dies  auf- 
fallende Ergebnis  wird  sich  in  dem  siebenten  Teile  dieses  Buches, 
welcher  der  Mechanik  der  Relativitätstheorie  gewidmet  ist,  aus 
der  Trägheit  der  Energie  (XXV)  erklären  lassen. 

Selbstverständlich  gelten  die  Transformationsformeln  (265), 
(267),  (268)  und  (269)  auch  dann,  wenn  die  Wärmemengen  und 
Kräfte  nicht  elektrodynamischen,  sondern  irgend  eines  anderen 
Ursprunges  sind. 

§  25.     Der  Strahlungsdruck. 

Eine  wichtige,  auch  der  experimentellen  Prüfung  zugängliche 
Folgerung  des  Satzes  (XXV)  g  =  (£  c^  ist  die,  daß  jeder  von 
elektromagnetischer  Strahlung  getroffene  Körper  eine  pondero- 
motorische  Wirkung  erleidet.  Trotzdem  die  Deutung  der  ein- 
schlägigen Experimente  keineswegs  der  Relativitätstheorie  vor- 
behalten blieb,  sondern  die  Existenz  und  der  Wert  dieses  Druckes 
schon  von  Maxwell  (1881)  und  Boltzmann  (1884)  voraus- 
gesagt wurden,  mag  hier  kurz  darauf  eingegangen  werden. 

Zu  diesem  Zweck  wollen  wir  für  den  schon  in  §  16,  b)  unter- 
suchten Fall  der  Spiegelung  einer  ebenen  Welle  an  einem  un- 
begrenzten ebenen  Spiegel  die  ponderomotorischen  Krälte  ableiten. 
Den  Spiegel  setzen  wir  als  undurchsichtig  voraus.  Die  Bezeich- 
nungen wählen   wir   wie  dort    und  legen  zunächst  das  mit  dem 
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Spiegel  bewegte  System  K°  der  Betrachtung  zugrunde,  wollen  aber 
vorläufig  die  Indices  0  beim  Strablungsvektor  ©  und  den  Winkeln 
ipi  und  ^^2  fortlassen. 

Die  einfallende  Welle  läßt  auf  ein  Fläcbenstück  dö  des 
Spiegels  in  der  Zeit  dt  nach  der  Definition  des  Pointingschen 
Vektors  ©  die  Energie 

\^i\d6  cosipidt 

fallen.  Die  reflektierte  Welle  schafit  in  derselben  Zeit  von  dort 
die  Energie 

\(B2\d<3  cosi}^2dt 

fort  Die  Differenz  gibt  daher  die  durch  Absorption  von  Strah- 
lung entwickelte  Wärme  an;  ihr  Betrag  ist  pro  Zeit-  und  Flächen- 
einheit [nach  (178)]  und  wegen  i/^'j  =  il'2- 

r  =  (}(B,\-\^,\)cost,  =  I5il  \l-U\cosi',.  .(270) 

riff.  19. 


Gespiegelter  Strahl 


Einfallender  Strahl 


Von  der  einfallenden  Welle  verschwindet  an  dö  in  der  ge- 
nannten Zeit  ein  schiefer  Zylinder,  der  diese  Flibche  als  Basis 
und  in  der  Strahlrichtung  die  Länge  cdt,  dah«*  den  Inhalt 
ccostidödt  hat.     Er  enthält  nach  (XXV)  die  Bewegungsgröije: 


QeCCOS-ipidödt 


^cos-^idödt, 


welche  in  Fig.  19  durch  die  Strecke  JL  Si  dargestellt  wird.  Während 
dieser  Impuls  verschwindet,  entsteht  an  dö  neu  derjenige  Impuls, 
welcher  in  einem  zylindrischen  Stück  der  reflektierten  Welle  ent- 
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halten  ist,  dessen  Grundfläclie  •wiederum  d6  und  dessen  Länge  in 
der  Strahlrichtuüg  ebenfalls  cdt   ist.     Sein  Impuls  ist   demnach: 

—^cos'4>2d<3dt  =  —^cosTpidödt, 

er  wird  in  Fig.  19  durch  die  Strecke  AS^  dargestellt.  Nach  dem 
Gesetz  von  der  Erhaltung  des  Impulses  muß  daher  der  Spiegel 
einen  mechanischen  Impvds  gewinnen,  welcher,  zu  dem  letzteren 

Vektor  addiert,  den  ersteren  ergibt,  also  durch  die  Strecke  So&'i 
repräsentiert  wird.    Seine  Komponenten  sind:  normal  zum  Spiegel 

—  j(}<Si\-\-\^2\)cos^tid6dt, 


tangential  dazu 


—  n  ®i  I  —  i  ®2 1)  (^os  t/»!  sin  1^1  dödt 


Da  diese  Impulszunahme  in  der  Zeit  dt  vor  sich  geht,  so  erfährt 
er  nach  der  Gleichung  ^  =  -^  eine  Kraft,  welche,  auf  die  Flächen- 
einheit bezogen,  in  ihrer  normalen  und  ihrer  tangentiellen  Kom- 
ponente wegen  (178)  die  Werte 

^n  =  -^\<B^\{l  +  U)cosH\         ] 

,  ....  (271) 

%=       -I©i|(l  — ü")  cos  tf^i  sin  t/;ij 

hat.  Nach  §  16,  b)  gelten  diese  Betrachtungen  unverändert,  wenn 
der  Spiegel  sich  tangential  bewegt. 

Wie  der  Strahlvektor  ©i  ist  natürlich  auch  diese  Ej*aft  zeit- 
lich schnell  veränderHch;  bei  spektral  homogener  Strahlung  ist 
z.  B.  jener  eine  periodische  Funktion  der  Zeit  und  die  Periode  halb 
so  lang  wie  die  einer  Schwingung,  also  bei  allen  Schwingungen 
aus  dem  Spektralbereich  der  Wärmestrahlung  außerordentlich 
kurz.  Zur  Messung  gelangt  daher  stets  nur  der  Mittelwert  von 
^,  gebildet  über  ein  gegen  die  Lichtperiode  sehr  langes  Zeit- 
intervall. Doch  gelten  die  abgeleiteten  Formeln  auch  für  diesen, 
wenn  man  unter  |  <Bi  \  den  entsprechenden  Mittelwert  für  die 
Energiestrahlung  versteht.  Dies  ist  der  von  Lebedew,  sowie 
Nichols  und  Hüll  experimentell  nachgewiesene  Strahlungsdruck. 
Er  wird  natürlich  nicht  nur  auf  undurchsichtige  Spiegel  ausgeübt, 
sondern  ganz  allgemein  auf  alle  Körper,   welche  Licht  trifft;  sein 
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Betrag  ist  nach  den  soeben  auseinandergesetzten  Prinzipien  stets 
einfach  zu  berechnen. 

Schwieriger  kann  diese  Aufgabe  nur  dann  werden,  wenn  die 
Flächen  nicht  glatt,  oder  die  Dimensionen  der  Körper  so  klein 
werden,  daß  die  Wellenlänge  des  Lichtes  neben  ihnen  nicht  mehi- 
zu  vernachlässigen  ist.  In  diesem  Falle  tritt  Beugung  der  Strah- 
lung ein,  und  es  ist  der  mathematischen  Schwierigkeiten  wegen 
zurzeit  nur  für  kugelförmige  Teilchen  gelungen,  den  Strahlungs- 
druck ohne  jede  Einschränkung  zu  berechnen  (Debye).  Docii 
kann  man  von  diesem  Spezialfall  auch  auf  anders  geformte  kleine 
Teilchen  und  einzelne  Moleküle  den  wichtigen  Schlui3  übertragen, 
daß  bei  einer  bestimmten  Größenordnung  ihrer  Abmessungen  die 


Elg.  20. 


Abstoßung  der  Sonnenstrahlung 
die  Gravitationsanziehung  der 
Sonne  um  ein  Vielfaches  über- 
treffen kann.  Daher  spielt  der 
Strahlungsdruck  neuerdings  eine 
wichtige  Rolle,  in  der  kosmischen 
Physik  z.  B.  wird  er  zur  Er- 
klärung des  merkwürdigen  Phä- 
nomens der  Kometenschweife 
heren^ezogen  (Arrhenius). 

Natürlich  übt  die  Strahlung 
auch  im  Inneren  eines  absor- 
bierenden oder  zerstreuenden  Kör- 
pers Druckkräfte  aus ;  denn  auch 
hier  muß  der  Abnahme  des  elektromagnetischen  Impulses  eine 
Zunahme  des  mechanischen  entsprechen.  Z.  B.  wächst  in  einem 
durchstrahlten  Gase  der  hydrodynamische  Druck  in  der  Strahl- 
richtung, da  sein  Gefälle  dem  Strahlungsdruck  das  Gleichgewicht 
halten  muß.  So  klein  die  dabei  auftretenden  Druckdifferenzen 
auch  sind,  so  konnte  sie  doch  Lebedew  1909  nachweisen. 

Außer  dem  Druck  üben  die  elektromagnetischen  Wellen  im 
allgemeinen  auch  ein  Drehmoment  auf  die  Körper  aus.  Ein  be- 
sonders einfaches  Beispiel  bietet  der  Fall,  daß  auf  eine  plan- 
parallele durchsichtige  Platte  P  eine  senkrecht  zur  Einfallsebene 
polarisierte  Welle  unter  dem  Polarisationswinkel  einfällt.  Die  Welle 
passiert  dann  beide  Grenzflächen  ohne  Spiegelung;  ihr  Impuls 
bleibt  nach  Größe  und  Richtung  erhalten,    so   daß  sie  im  Mittel 
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keine  Kraft  auf  die  Platte  ausübt.  Wohl  aber  wird  sie,  wie  der 
Strahlengang  in  Fig.  20  zeigt,  seitwärts  um  die  Strecke 

c,  d  sin  (rp  —  (p) 

'  cos  g) 

verschoben,  wenn  d  die  Dicke  der  Platte,  tp  der  Einfallswinkel 
und  (p  der  Winkel  ist,  den  der  Strahl  in  der  Platte  mit  ihrer 
Normalen  bildet.  Betrachten  wir  etwa  den  Teü  der  Welle,  welcher 
in  dem  schon  oben  besprochenen  Zylinder  von  der^ßrundfläche  dö 
und  der  Länge  cdt  liegt,  legen  wir  ferner  die  Z-Ächse  senkrecht 
ZUT  Strahlrichtung  in  die  Einfallsebene,  und  nennen  wir  0  den 
Wert  dieser  Koordinate  für  einen  Punkt  des  Zylinders,  so  ist 
nach  (168)  und  (XXV)  dessen  Beitrag  zum  elektromagnetischen 
Drehimpuls  senkrecht  zur  Einfallsebene 

z\Qe\cdödtcos'^  =  - — -zcosi^dödt. 

Dieser  Betrag  verschwindet  an  der  Yorderfläche  der  Platte  in  der 
Zeit  di\  neu  entsteht  dafür  an  der  Rückfläche  ein  ihm  gleiches 
zylindrisches  Stück  der  austretenden  Welle,  in  welchem  die 
^-Koordinate  aber  den  größeren  Wert  z  -{-  t  hat,  und  das  daher 
den  Beitrag 

^{2-]-%)cosi>d6dt 

liefert.  Der  elektromagnetische  Drehimpuls  wächst  also  pro  Zeit- 
einheit um 

d\Ze\  fS|  c.         ,  ,^ 

do  c 

Im  gleichen  Maße,  aber  im  entgegengesetzten  Sinne  muß  sich  nach 
dem  Satze  von  der  Erhaltung  des  Drehimpulses  der  mechanische 
r'rehimpuls    verändern.      Das   auf   die  Platte  pro  Flächeneinheit 

ausgeübte  Drehmoment  ist  demnach  =  —[^[^cosip;   es  sucht  sie 

um  eine  zur  Einfallsebene  senkrechte  Achse  in  dem  in  der  Figur 
angegebenen  Sinne  zu  drehen.  SoU  diese  Drehung  verhindert 
werden,  so  muß  dazu  ein  entgegengesetzt  gleiches  Drehmoment 
anderweitig  auf  die  Platte  ausgeübt  werden. 

Zum  Schluß  wollen  wir  den  zuerst  betrachteten  Spiegelungs- 
vcrgang  auf  das  auch  schon  in  §  16,  b)  eingeführte  System  K 
beziehen,  in  welchem  der  Spiegel  die  Geschwindigkeit  q  in  Eich- 
tung  seiner  Normalen  hat.    Da  Flächenstücke,  welche  zur  Eelativ- 
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geschwindigkeit  zweier  berechtigten  Systeme  senkreclit  sind,  beim 
Übergang  von  einem  zum  anderen  nicht  verändert  werden,  so 
können  wir  die  auf  die  Flächeneinheit  bezügliche  Kraft  ^„  und 
Wärmemenge  r  wie  ^  und  M  nach  den  Formeln  (268)  und  (269) 
transformieren.  Die  Bedingung  des  stationären  Zustandes,  an 
welche  diese  Gleichungen  ebenso  wie  (149)  gebunden  sind,  werden 
hier  zwar  nicht  von  den  Momentanwerten  des  Strahlungsdruckes 
und  der  Wärme  r  erfüllt,  wohl  aber  von  den  zeitlichen  Mittel- 
werten, von  denen  im  folgenden  allein  die  Rede  sein  soU.  Da- 
gegen dürfen  wir  nicht,  wie  oben,  eine  tangentielle  Geschwindig- 
keit zulassen;  wäre  nämlich  eine  solche  vorhanden,  so  leistete 
schon  in  dem  oben  angewandten  Bezugssystem  der  Strahlungs- 
druck eine  Arbeit,  welche  nach  (268)  in  die  Transformation s- 
formel  für  die  Kraft  einginge.  Nur  für  einen  vollkommenen 
Spiegel  (JJ ■=■  1),  für  weichen  nach  (271)  ^t  verschwindet,  gelten 
die  folgenden  Formeln  ohne  die?e  Eins<^änkung.  Wir  finden 
auf  die  angegebene  Art,  wenn  wir  in  (270)  und  (271)  die 
Größen  r,  ^n,  '^t  sowie  [®i|  und  t/^j  zum  Hinweis  auf  das  System  JI** 
mit  dem  Index  0  versehen,  die  a;-Eichtung  senkrecht  zum  Spiegel, 
und  zwar  vom  Spiegel  in  den  leeren  Raum  hineinweisend  wählen 
und  dann  nach  (179)  statt  \®1\  und  '^^  die  auf  das  System  K 
bezogene   Intensität  j  ©i  |   und   den  Einfallswinkel  t^^   einführen, 

nach  leichten  Umrechnungen,  bei  denen  /3  =  —  gesetzt  wird: 

=  _L_ü(ccosi^,  +  q.)|-^  -f  ü ^--^_ j, 

%  =  ^?  Vi  -  aVc^  =  '-^'  (1  —  U)  (ccos^,  4-  q.)smt^i. 

Sowohl  die  absorbierte  Wärme  als  der  Druck  wachsen  also  bei 
einer  Bewegung  des  Spiegels  dem  einfallenden  Strahl  entgegen;  sie 
nehmen  im  entgegengesetzten  Fall  ab. 
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Vn.    Dynamik. 

§  26.     Allgemeines. 

a)  Zweck  und  Ausgangspunkt  der  Betrachtungen. 
Zur  Vervollständigung  unserer  Betrachtungen  müssen  wir  im 
letzten  Abschnitt  dieses  Buches  auf  die  Mechanik  und  Thermo- 
dynamik eingehen.  Einmal  nämlich  sahen  wir,  daß  die  Mechanik 
der  bewegten  Körper  zur  Erklärung  des  Trouton-Nobl eschen 
Versuches  herangezogen  werden  muß,  wenn  man  dessen  Theorie 
nicht  auf  das  mitbewegte  System,  sondern  auf  ein  anderes  be- 
ziehen will;  sodann  fehlt  uns  noch  die  Theorie  zu  den  in  §  2 
besprochenen  Versuchen  über  die  Dynamik  des  Elektrons.  Endlich 
aber  —  und  das  ist  vielleicht  das  Wichtigste  —  müssen  wir  noch 
zeigen,  daß  die  klassische  Mechanik  und  Thermodynamik  als  eine 
für  die  Diskussion  aller  einschlägigen  Erfahrungen  ausreichende 
Annäherung  in  der  Dynamik  der  Relativitätstheorie  enthalten  sind, 
daß  mithin  keine  dieser  Beobachtungen  mit  dem  Relativitätsprinzip 
der  Loren tz-Transformation  im  Widerspruch  steht.  Die  beiden 
genannten  Gebiete,  welche  bisher  gänzlich  getrennt  behandelt 
werden  konnten,  müssen  hierbei  vereinigt  werden,  weü  hier  ähn- 
liche Verhältnisse  vorliegen  wie  in  §24,  wo  die  Joule  sehe  Wärme 
in  die  elektrodynamische  Viererkraft  einging. 

Damit  kommen  wir  nun  an  das  Gebiet,  in  welchem  sich  erst 
die  volle  Tragweite  des  Relativitätsprinzips  zeigt.  In  der  Elektro- 
dynamik des  leeren  Raumes  konnte  zwar  die  vierdimensionale 
Vektorrechnung  eine  große  formale  Vereinfachung  bringen,  doch 
vermochte  sie  nichts  physikalisch  Neues  hinzuzutun.  Und  wenn 
in  der  Minko wskischen  Elektrodynamik  der  Körper  neue  Er- 
gebnisse auftraten,  so  hatte  dies  seinen  Gonind  zum  Teil  darin, 
daß  hier  der  Anschluß  an  die  Elektrodynamik  des  Vakuums  noch 
nicht  ganz  erreicht  ist;  bei  einem  späteren  Stand  der  Wissenschaf t 
würde  man  wohl  manche  dieser  Ergebnisse  ohne  explizite  Be- 
nutzung des  Relativitätsprinzips  erhalten  können.  Im  vollen 
Gegensatz  dazu  schafft  die  Relativitätstheorie  in  der  Dynamik 
etwas  wesentlich  physikalisch  Neues,  was  vorher  in  keiner  anderen 
Theorie  auch  nur  angelegt  war.  Denn  daß  die  klassische  Mechanik 
statt  zur  Loren  tz-Transformation   zur  Galilei -Transformation 
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führt,  haben  wir  schon  in  §  1  gesehen.  An  ihre  Stelle  muß  hier 
etwas  wesentlich  anderes  treten. 

Die  Dynamik  des  Massenpunktes  hat  zuerst  A.  Einstein  in 
seiner  grundlegenden  Arbeit  vom  Jahre  1905,  sodann  Planck 
(1906)  behandelt.  Beide  suchen  noch  einen  gewissen  Anschliiß 
an  die  klassische  Mechanik  aufrecht  zu  erhalten;  denn  da  diese 
nicht  streng  gültig  sein  kann,  aber  doch  für  die  der  Beobachtung 
zugänglichen,  gegen  die  Lichtgeschwindigkeit  c  kleinen  Geschwin- 
digkeiten empirisch  richtig  ist,  so  wird  sie  hier  als  Näherung,  als 
Grenzfall  für  g  =  0  beibehalten.  Für  uns  freilich  hat  dies  Vor- 
gehen seine  Nachteile.  Einmal  nämlich  widerspricht  es  dem 
Prinzip,  die  Zahl  der  Hypothesen  auf  ein  Minimum  einzuschränken, 
wenn   wir  hier  die  klassische  Mechanik  als  Näherung   annehmen. 

Denn  sie  enthält  nichts  als  den  Imp\ilssatz  ^  =  -y-  und  die  An- 
nahme (§)  =  mq.  Den  ersteren  haben  wir  schon  eingeführt  und 
in  der  Gleichung  (XVI)  2^  =  —  zJivT  vierdimensional  formuliert, 
der  Impuls  aber  läßt  sich  nach  dem  Satz  von  der  Trägheit  der 
Energie  auf  andere  Größen  zurückführen.  Es  muß  also  mög- 
lich sein,  allein  auf  Gleichung  (XVI)  die  Dynamik  zu  begründen. 
Sodann  aber  ist  das  übliche  anschauliche  Verfahren,  die  Dynamik 
der  Kontinua  auf  die  des  Massenpunktes  zurückzuführen,  schon 
in  der  Newton  sehen  Mechanik  schweren  axiomatischen  Bedenken 
ausgesetzt,  während  umgekehrt  der  Grenzübergang  vomKontinuum 
zum  Massenpunkt  durchaus  einwandfrei  ist.  Alle  diese  Bedenke» 
übertragen  sich  auf  die  Relativitätstheorie,  ja  sie  verstärken  sich 
hier  noch  erheblich;  es  ist  nämlich  überhaupt  unmöglich,  jenes 
Verfahren  einzuschlagen.  Denn  die  Newtonsche  Dynamik  gut 
wohl  für  den  Massenpunkt  im  Grenzfall  q  z=  0,  für  einen  aus- 
gedehnten Körper  aber  wäre  diese  Aussage  im  allgemeinen  falsch 
(vgl.  §  28  c). 

b)  Die  Unmöglichkeit  des  starren  Körpers^).  Von 
den  kontinuierlich  ausgedehnten  Körperu  spielt  in  der  Newton- 
schen  Dynamik  der  starre  Körper  eine  besondere  Rolle ,  weil  er 
sich  dynamisch  in  mancher  Beziehung  wie  ein  Massenpunkt  ver- 
hält. Wir  sahen  schon  in  §  7,  daß  man  in  der  Relativitätstheorie 
keinem  Körper  unveränderliche  Form  zuschreiben  darf;  doch 
wollen  wir  jenen  an  einem  Beispiel  geführten  Beweis  hier  durch 
einen  allgemeinen  ergänzen. 
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Zunächst  liegt  auf  der  Hand,  daß  der  starre  Körper  der 
Newtonschen  Dynamik  hier  nicht  in  Frage  kommt;  er  würde 
ja  bei  der  Bewegung  nicht  die  Lorentz-Kontraktion  zeigen. 
Manche  Autoren  haben  versucht,  die  kinematische  Definition  dieses 
Körpers,  welche  in  der  Forderung  der  unveränderlichen  Form 
liegt,  durch  eine  Abänderung  dem  Eelativitätsprinzip  anzupassen. 
Eine  ganze  Reihe  solcher  Vorschläge  liegt  vor,  ohne  daß  einer 
davon  zu  allgemeiner  Anerkennung  gelangt  wäre. 

Und  das  hat  seinen  guten  Grund.  Ein  deformierbarer  Körper 
nämlich  hat  für  die  in  ihm  möglichen  Bewegungszustände  unend- 
lich viele  Freiheitsgrade.  Seine  Deformation  ist  nicht  durch  eine 
endliche  Zahl  von  Parametern,  sondern  nur  durch  gewisse  Funk- 
tionen zu  beschreiben,  welche  die  Verschiebungen  seiner  Punkte 
aus  der  Ruhelage  angeben.  Umgekehrt,  hat  der  Körper  unendlich 
viele  Freiheitsgrade,  so  kann  man  eine  endliche  Zahl  seiner  Punkte 
beliebig  gegeneinander  verschieben,  man  wird  ihn  also  als  defor- 
mierbar bezeichnen  müssen.  Will  man  den  starren  Körper  da- 
gegen abgrenzen,  so  kann  dies  nur  so  geschehen,  daß  man  die 
Zahl  dieser  Freiheitsgrade  auf  ein  endliches  Maß  beschränkt. 
Wegen  der  Unmöglichkeit  einer  Überlichtgeschwindigkeit  bei  der 
Ausbreitung  physikalischer  Wirkungen  gibt  es  aber  keinen  Körper 
mit  einer  endlichen  Zahl  von  Freiheitsgraden. 

Zum  Beweise  dieses  Satzes  denken  wir  uns  einen  beliebigen 
Körper  zunächst  in  Ruhe.  Sodann  stören  wir  an  N  Punkten 
gleickzeitig  diesen  Zustand.  Nach  Ablauf  einer  Zeit  t  haben  sich 
diese  Störungen  zwar  von  diesen  Punkten  aus  ausgebreitet,  doch 
liegt  jede  sicherlich  innerhalb  einer  Kugel  vom  Radius  et  um 
ihren  Ausgangspunkt.  Solange  als  t  hinreichend  klein  ist,  wird 
sich  kein  Paar  dieser  Kugeln  überdecken.  Dann  aber  haben  wir  in 
dem  Körper  iV  getrennte  Bewegungszustände,  jeden  mit  mindestens 
einem  Freiheitsgrad;  und  die  Zahl  N  läßt  sich  beliebig  groß 
wählen. 

Dem  starren  Körper  entspricht  in  mancher  Beziehung  die 
unzusammen drückbare  Flüssigkeit  der  alten  Theorie;  wir  werden 
später  zeigen ,  daß  auch  diese  nicht  existieren  kann ,  weU 
sich  in  ihr  WeDen  mit  Überlichtgeschwindigkeit  fortpflanzen 
(§  36  a). 

Zur  Begründung  der  allgemeinen  Dynamik  müssen  wir  bei 
dieser  Sachlage  sogleich  an  deformierbare  Körper  denken. 
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c)  Zurückführung  der  Dynamik  auf  Gleichung  (XVI). 
Wir  knüpfen  zur  Begründung  der  Dynamik  der  Kontinua  an  die 
Überlegung  des  §  24  an ,  wo  wir  zeigten ,  daß  sich  die  pondero- 
motorischen  Kräfte,  gleichgültig,  welchen  Ursprungs,  alle  der 
L  0  r  e  n  t  z  -  Transformation  gegenüber  gleich  verhalten  müssen, 
d.  h.  daß  sich  dem  Beispiele  der  elektronentheoretischen  Kraft- 
dichte zufolge  die  Kraftdichte  stets  unter  Hinzunahrae  der  Leistung 
als  zeitartiger  Komponente  zu  einem  Vierervektor,  der  Viererkraft, 
ergänzen  läßt.  Die  letztere  muß  sich  aus  rein  mathematischen 
Gründen  gemäß  der  Gleichung: 

F=  —zJivT        (XVI) 

auf  einen  Welttensor  T  zurückführen  lassen,  und  zwar  muß 
diese  Gleichung,  angewandt  auf  die  zeitliche  Komponente,  not- 
wendigerweise als  Ausdruck  des  Energieprinzips,  angewandt  auf 
die  räumlichen  Komponenten ,  als  Formulierung  des  Impuls- 
satzes gelten,  wenn  anders  wir  diese  beiden  Prinzipien  über- 
haupt beibehalten.  Das  führt  dazu,  die  Komponenten  Txx, 
Txy,  usw.  als  die  Komponenten  eines  räumlichen  Spannungs- 
tensors p,  —  Tu  als  die  Energiedichte,  — ic  Ti^  usw.  als  Kompo- 
nenten der  Energieströmung  ©  und Txi  usw.  als  Kompo- 
nenten   der   Impulsdichte   g   aufzufassen,    d.  h.   in   schematischer 


Schreibweise : 

pxx       Pxy       Pxi       iC^x 

Pyx     Pyy     Pyz     «cg^ 
T  — 

pzx       pzy       Pzz        «Cg, 

i®4®4©.-w 

zu  setzen.  Aus  der  Symmetrie  des  Welttensors  läßt  sich  dann 
der  Satz  von  der  Trägheit  der  Energie 

9  =  1 (XXV) 

ableiten.  Um  nun  zur  Dynamik  überzugehen,  so  müssen  wir 
die  obigen  als  Welttensorkomponenten  definierten  Größen  als 
Dichte  des  mechanischen  Impulses,  als  mechanische  Span- 
nungen usw.  deuten,  wobei  gleich  vorweggenommen  werden  mag, 
daß    der    Tensor  p,    dessen   Komponenten    Txx  usw.    sind,    mit 
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dem  Tensor,  den  man  gewöhnlich  als  den  elastischen  Span- 
nungstensor bezeichnet,  zwar  nahe  zusammenhängt,  aber  nicht 
identisch  ist. 

Die  wichtigste  Frage  ist  dabei,  welche  Energiearten  wir  hier 
zur  Dichte  W  zusammenfassen  wollen.  Die  Antwort  lautet:  Alle 
diejenigen,  welche  im  Ruhsystem  K"  keine  Strömung  zeigen*), 
daher  auch  keinen  Impuls  ergeben.  Dazu  gehören  Wärme**), 
chemische,  elastische  Energie,  innere  Energie  der  Atome  und  viel- 
leicht noch  neue,  unbekannte  Energiearten.  Elektromagnetische 
Energie  ist  im  allgemeinen  auszuschließen,  weü  sie  auch  im  Euh- 
system  K'^  strömen  kann.  Tut  sie  dies  in  einem  besonderen  Falle 
nicht ,  so  kann  sie  durchaus  in  W  mit  einbezogen  werden ;  der 
Tensor  p  umfaßt  dann  neben  den  mechanischen  auch  die  Max  well - 
sehen  Spannungen ,  der  Vektor  g  neben  dem  mechanischen  den 
elektromagnetischen  Impuls. 

Zwecks  Deutung  der  Viererkraft  F  ist  zu  beachten,  daß  bei 
rein  elektromagnetischen  Vorgängen  keine  ponderomotorische 
Kraft  % ,  deshalb  auch  keine  mechanische  Leistung  (q  ^) ,  aber 
auch  keine  anderweitige  Energieabgabe,  wie  z.  B.  Wärme,  auf- 
tritt, weil  sonst  notwendigerweise  andersartige  Vorgänge  die  Folge 
sein  müßten.  Es  verschwinden  also  dann  sämtliche  Komponenten 
der  elektromagnetischen  Viererkraft;  d.  h. 

F=  —^ivT=  0. 

Die  daraus  folgende  Impulsgleichung 

g  +  biöp=  0 

sagt  dann  aus,  daß  sich  die  elektromagnetische  Spannkraft  —  btbp 
und  die  elektromagnetische  Trägheitskraft  —  g  im  Gleichgewicht 
halten.  Ebenso  werden  wir  bei  rein  dynamischen  Vorgängen  die 
dynamische  Viererkraft  gleich  Null  zu  setzen  haben.  Sagt  doch 
auch  die  Newton  sehe  Dynamik  —  am  deutlichsten  vielleicht  im 


*)  Es  wird  hier  nur  vorausgesetzt,  daß  die  unmittelbarBte  Um- 
gebung des  betrachteten  materiellen  Punktes  ruht;  erst  später  bei  der 
Integration  über  das  Volumen  muß  der  ganze  Körper  in  K^  ruhend 
angenommen  werden. 

**)  "Wir  denken  stets  an  gleichtemperierte  oder  für  "Wärme 
nichtleitende  Körper,  kömien  daher  von  der  "Wärmeleitung  absehen, 
welche  als  Energiestrom  auch  im  Euhsystem  einen  Impuls  hervorrufen 
würde. 
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d'Alembertsclien  Prinzip  —  aus,  daß  die  Trägheitskraft,  die  sich 
der  Vergrößerung  des  mechanischen  Impulses  widersetzt,  die  von 
den  elastischen  Spannungen  ausgeübte  Kraft  —  andere  Kräfte  gibt 
es  in  der  reinen  Dynamik  überhaupt  nicht  —  gerade  kompensiert. 
Man  hat  so  als  die  den  Energie-  und  Impulssatz  umfassende,  gegen 
die  Lorentz -Transformation  invariante  Grundgleichung  der 
Dynamik  die  Beziehung 

^iv  T  =  0 (XXVI) 

wo  die  Komponenten  von  T  die  angegebene  physikalische  Be- 
deutung haben. 

Treten  dynamische,  elektromagnetische  und  aonstige  Vor- 
gänge in  Wechselwirkung,  so  tritt  zwar  eine  dynamische,  elektro- 
magnetische oder  auch  sonstige  Viererkraft  auf;  die  letzte  Gleichung 
ist  aber  dann  einfach  zu  ersetzen  durch 

ZF  =  —zliv{i:T)  =  Q  .    .    .    .  (XXVIa) 


§  27.     Die  DjTiamik  des  Massenpunktes. 

a)  Die  Ableitung  der  Bewegungsgleichung  aus  dem 
Energie-Impulssatz.  Wir  wollen  an  dieser  Stelle  zunächst 
eine  Vereinfachung  einführen,  welche  sich  später  in  mancher  Be- 
ziehung als  überflüssig  herausstellen  wird,  so  daß  unser  Ergebnis 
auch  ohne  sie  in  gewissen  Fällen  gilt.  Wir  nehmen  nämlich  einen 
Körper  an,  in  welchem  der  Spannungstensor  jp°,  der  sich  auf  das 
Ruhsystem  bezieht,  verschwindet.  Da  dann  in  demselben  Bezugs- 
system ohnehin  Impuls  und  Energieströmung  verschwinden,  hat 
der  Welttensor  in  ihm  lediglich  die  Komponente 

Tu  =  —  TFo 
und  daraus  folgt,  daß  man 

TjT,  =  W^YjY^     ij,  h  =  x,y,z,l)    .    .    .  (272) 

zu  setzen  hat.  Denn  diese  Gleichung  definiert  einen  Tensor  und 
gibt  im  Ruhsystem,  da  in  ihm  nur  Yi  =  i  von  Null  verschieden 
ist,  allen  Komponenten  von  T  den  Wert  Null,  mit  Ausnahme 
von  Tu  =  —  W. 

Für  diesen  Tensor  berechnen  wir  die  Divergenz,  zunächst 
ihre  x-Komponente.     Man  findet  leicht: 
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Wir  fragen  zunäctst  nacli  der  Divergenz  des  Vektors  TF"  Y.  Dazu 
fassen  wir  einen  beliebig  kleinen  Teil  des  Körpers  ins  Auge  und 
die  ihm  entsprechende  unendlich  dünne  Weltröhre.  Sie  wird  im 
allgemeinen  gekrümmt  sein ,  da  wir  den  Körper  als  beschleunigt 
ansehen  müssen.  Dennoch  gibt  es  an  einer  Stelle  von  ihr  einen 
dreidimensionalen  Raum,  der  sie  senkrecht  schneidet,  dies  ist  der 
Raum  l  ==■  const  im  Ruhsystem  des  Teilchens.  Wir  ziehen  zwei 
derartige,  einander  unendlich  nahe  Querschnitte  I  und  11  durch 
die  Röhre,  und  bilden  [  J)iv(W'^T)dZ!  über  das  von  ihnen  und 
dem  Röhrenmantel  begrenzte  vierdimensionale  Volumen.  Der 
G au ß  sehe  Satz  verwandelt  dies  Integral  in  eines  über  die  Be- 
grenzung; doch  trägt  der  Mantel  nichts  dazu  bei,  weil  an  ihm  der 
Vektor  T  keine  zu  ihm  senkrechte  Komponente  Y„  hat.  An  den 
Querschnitten  hingegen  ist  Yn  =  Yi  =  i.     Somit  wird 

^DiviW^Y)di:  =  i^^W^dS^  —  j  WU  S''). 
u  I 

Jedes  der  beiden  Integrale  rechts  bedeutet  aber  die  Ruhenergie 
des  Teilchens,  nur  für  zwei  verschiedene  Augenblicke.  Nun  haftet 
aber  in  einem  Körper,  in  welchem  keine  elastische  Spannungen 
herrschen  und  dem  auch  sonst  keine  Energie  zugeführt  wird, 
auch  bei  der  Bewegung  die  Ruhenergie  fest  an  den  Teilchen,  wie 
die  elektrische  Ladung  in  einem  Nichtleiter.  Also  sind  beide 
Integrale  rechts  einander  gleich,  und  wir  schließen 

^  I>iv(W''Y)dZ  =  0. 

Der  Integrationsbereich  läßt  sich  hier  nun  beUebig  erweitern  und 
umformen;  denn  man  kann  ja  jedes  Volumen  aus  unendlich  kleinen 
Röhrenstückchen,  wie  wir  es  soeben  betrachteten,  aufbauen.  Also 
muß  für  jeden  Weltpunkt 

DiviW'^Y)  =  0 (274) 

gelten  *). 


*)    Die    Gleichung   (141a),    Div  P  =  0 ,    entspricht    vollkommen 
dieeer,  was  man  besonders  an  der  Schi'eibweise  P  =  Q^Y  merkt. 
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Eine  beliebige  Funktion  (p  (x,  y,  3,  l)  verändert  sich  bei  der 
Verrückung  um  das  Linienelement  dt  einer  Weltlinie  um 

^^  =  (al^  +  a'fff  +  -  +  -)''^. 

also  ist  nach  (83),  (p  ■=.  Yx  gesetzt, 

ldY^__        dY  dY  dY  dY^^ 

und  wenn  wir  zugleich  die  Beziehung  auf  die  a;-Komponente  ab- 
streifen, können  wir  (273)  schreiben: 

^'"^=^17 <276) 

Dies  wäre  nach  (XVI)  gleich  — ^,  der  mechanischen  Vierer- 
kraft, welche  den  Trägheitswiderstand  des  Körpers  angibt.  Wird 
der  Körper  durch  eine  Kraft  anderer  Natur,  etwa  eine  elektro- 
magnetische, beschleunigt,  so  ist  diese,  als  Vierervektor,  dem 
mechanischen  F  nach  (XXVI a)  entgegengesetzt  gleich.  Verstehen 
wir  also  unter  dem  Vierervektor  c.K  das  Integral  dieser  anderen 
Kraft,  ausgeführt  über  das  Ruhvolumen  des  Körpers  (letzteres  ist 
ein  Skalar),   so  können   wir  nach  (276)  und  unter  Beschränkung 

d  Y 
auf  den  Fall,  daß  die  Viererbeschleunigung  — j—  im   ganzen  Körper 

so  ziemlich  den  gleichen  Wert  hat,   durch  Integration  nach  bY^ 
schließen : 

-^  ~  c2    dx' 

ISfi  ist  die  Ruhenergie;   K  nennen   wir  den  Minkowskischen 
Kraftvektor.     Setzen  wir  noch 

^0 


so  gibt  die  Gleichung: 


c'-ä 


=  w, (277) 


K  =  ^^jP (xxvn) 

das  Bewegungsgesetz.     Es  bezieht   sich  auf  einen  kleinen  Körper 
(Massenpunkt)  wegen  der  Beschränkung,  die  wir  bei  der  letzten 

d  Y 
Integration  hinsichtlich  -t —  einführen   mußten.      Es   stellt  in  ge- 
wisser Beziehung    die   einfachste  Verallgemeinerung   des   Grund- 
gesetzes Ä  =      ,       der  Newtons chen  Mechanik  dar. 

Laue,  Relativitätsprinzip.     4.  Aufl.  -tA 
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b)  Longitudinale  und   transversale  Masse.     Nach  der 
obigen  Definition, 

K==  \\f8V^ (278) 

gilt,  sofern  wir  statt  im  Euhsystem  X"   die  Integration  in  einem 
anderen  System  K  vornehmen  [vgl.  (148)], 

=  4ML (278a) 

Da  nach  (52)  zwischen   dem  Zeitelement  dt  dieses   Systems  und 
der  Eigenzeit  des  Körpers  die  Beziehung 


=  dt'\/l  — 


dt  =  dtVl—^i 


besteht,  ergibt  die  Anwendung  von  (XXVII)  auf  die  drei  räum- 
lichen Komponenten,  wegen  (83): 

^  _   d  /       mg       \ 

Diese  Gleichung  hat  nun  vollständig  die  hergebrachte  Form  des 
Impulssatzes,  insofern  man  den  Impuls  des  Massenpunktes 

@  =      /^^         (278b) 

setzt.  '  ^ 

Wir  woUen  für  den  Augenblick  die  allgemeinere  Gleichung 

®  =  q/-(22) (278c) 

benutzen,  ohne  unsere  Kenntnis  über  die  Funktion  f  heranzuziehen. 
Wir  schließen,  da 

ist: 

^  =  ^  =  q/"(2^)  +  2q(qq)/-'(22) (279) 

f  ist  die  Derivierte  von  f.  Wir  zerlegen  nun  Kraft  und  Be- 
schleunigung in  drei  zueinander  senkrechte  Komponenten.  Die 
ersten,   ^j  und   qi,    sollen  in   die  Richtung   der  Geschwindigkeit 
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fallen,  die  zweiten,  ^t  und  q<,  in  die  durch  Geschwindigkeit  und 
Kraft  bestimmte  Ebene,  während  die  dritten,  ^s  und  C|s,  senk- 
recht auf  dieser  stehen,  ^s  ist  natürlich  0.  Die  Anwendung  von 
(279)  auf  diese  Komponenten  liefert  dann  die  Gleichungen: 


m  =  qi[/'(3^)  +  2gY'(2^)]  =  q^  ^ 
^t  =  i\tfii')  =  qJ^,      q.  =  0 


(280) 


Nennt  man  den  Proportionalitätsfaktor  zwischen  den  zur  Ge- 
schwindigkeit parallelen  Komponenten  von  Kraft  und  Beschleu- 
nigung die  longitudinale,  den  entsprechenden  Faktor  für  die 
dazu  senkrechten  Komponenten  die  transversale  Masse  (mi 
und  nit),  so  findet  man  aus  (280): 

^i=d^^  ^'=2 ^      ^ 

Im  vorliegenden  Falle,  da  f(q_^)  =      .  ist, 

C^m  cm  /non\ 

nii  =  ,  ,  mt  =  ^,  (282) 

Die  Beschleunigung  liegt  also  in  derselben  Ebene,  wie  die  Ge- 
schwindigkeit und  die  Kraft ,  hat  aber  keineswegs  die  Eichtung 
der  letzteren,  sondern  liegt  näher  als  die  Kraft  an  der  Normalen 
auf  der  Geschwindigkeit,  da 

|q,|~m,p,|>|ß,| ^283) 

ist.  Im  Grenzfall  q  =  0  werden  beide  Massen  zur  Ruhmasse  m. 
Als  Massenpunkt  läßt  sich  das  Elektron  bei  allen  stationären 
und  quasistationären  Bewegungen  behandeln,  wie  wir  ausführlich 
in  §  32  begründen  werden.  Die  Abhängigkeit  der  beiden  Massen 
von  der  Geschwindigkeit,  die  wir  in  (282)  gefunden  haben,  steht 
durchaus  in  Einklang  mit  dem  Experiment  (§  2),  wobei,  um  es  zu 
wiederholen,  Paschens  spektroskopische  Beobachtungen  in  ihrer 
Deutung   durch  Sommerfeld  an   erster  Stelle   zu  nennen  sind. 

c)  Der  Energiesatz.      Ganz   wie  in   der  Newton  sehen 
Mechanik   kann  man  hier  den  Energiesatz   ableiten,   indem  man 

14* 
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den  Impulssatz  (279)  mit  q  skalar  multipliziert.  Nämlich  nach  (280) 
und  (281): 

(q^)  =  (qq)[A3^)  +  2  2Y'(2^)]  =  (qq)mj  =  ^(-|^V284) 

Man  sieht,  damit  diese  Gleichung  das  Energieprinzip  darstellt, 
muß  bis  auf  eine  Konstante  die  Energie 

sein.  Auch  die  Energie  wächst  somit  über  alle  Grenzen ,  wenn 
sich  die  Geschwindigkeit  dem  Wert  c  nähert.  Für  kleine  Ge- 
schwindigkeiten hingegen  stimmt  sie  bis  auf  eine  Konstante 
überein  mit  der  kinetischen  Energie  \^mq^  der  Newton  sehen 
Mechanik. 

Weit  bequemer  aber  ist  es ,  den  Energiesatz  unmittelbar  an 
die  Gleichung  (XXVII)  anzuknüpfen ,  indem  man  diese  auf  die 
zeitartige  Komponente  abwendet.  Denn  nach  (278  a),  (52)  und 
(83)  findet  man  unmittelbar: 

<^«  =  ^(yl§i-) ''''' 

Es  sind  somit  auch  hier  wieder  Energie-  und  Impulssatz  zu  einer 
einzigen  Gleichung  zwischen  Vierervektoren  zusammengefaßt. 

Erwähnt  sei  zum  Schluß,  daß,  solange  die  Masse  konstant 
ist,  nach  (XXVII)  und  (85  a)  das  skalare  Produkt 

(r^)  =  m(r^)=0 (287) 

ist.  Nach  §  24  bedeutet  das  Nichtversch winden  dieses  Produktes, 
daß  die  Kraft  dem  Körper  außer  der  mechanischen  Arbeit  noch 
eine  andere  Energie,  etwa  Wärme,  zuführt.  Da,  wie  wir  in  §*29 
sehen  werden,  Gleichung  (XXVII)  auch  dann  noch  gilt,  so  ist  mit 
einer  solchen  Energiezufuhr  stets  eine  Massenänderung  verbunden. 

d)  Die  Zurückführung  der  Masse  auf  die  Energie.  In 
Gleichung  (2  77)  haben  wir  eine  neue  wichtige,  aber  zunächst  auf 
Körper  ohne  ßuhspannungen  beschränkte  Form  des  Satzes  von 
der  Trägheit  der  Energie.  Denn  in  der  den  Impuls  bestimmenden 
Ruhmasse  m  äußert  sich  die  Trägheit  des  Körpers. 

Die  Masse  ist  nun  leicht  in  absolutem  Maß  anzugeben;  daher 
gestattet  die  letzte  Gleichung,  auch  die  Energie  J5°  zu  messen. 
Doch  läßt  sich   dieser  absolute  Wert  durch  mechanisch -thermo- 
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dynamische  Methoden  nicht  nachprüfen,  weil  dabei  immer  eine 
additive  Konstante  in  der  Energie  unbestimmt  bleibt.  Daß  wir 
hier  über  die  auf  dem  Energieprinzip  beruhende  Definition  hinaus- 
kommen, liegt  wesentlich  an  dem  neu  eingeführten  Satz  (XXV). 
Prinzipiell  möglich  dagegen  wäre  es,  Gleichung  (277)  durch  Ver- 
änderungen des  Energieinhaltes  nachzuprüfen.  Z.  B.  muß  sich 
danach  jede  Temperaturänderung  und  die  damit  verbundene 
Wärmeaufnahme  oder  -abgäbe  durch  eine  Veränderung  der  Masse 
bemerkbar  machen.  Infolge  der  Größenanordnung  des  Faktors 
l/c^  =  1,11  .  10~^^  [cm"~^  sec^]  ist  diese  freilich  so  minimal,  daß 
kaum  die  Aussicht  besteht,  jemals  die  Meßgenauigkeit  weit  genug 
zu  steigern.  Ein  erheblich  stärkerer,  freilich  auch  zurzeit  noch 
unmeßbar  kleiner  Einfluß  wäre  schon  bei  der  Heranziehung 
chemischer  Wärmetönungen  zu  erwarten.  Berechnen  wir  z.  B., 
um  wieviel  die  Masse  eines  Gemisches  aus  1  Mol  Wasserstoff 
(2g)  und  1/2  Mol  Sauerstoff  (16  g)  abnimmt,  wenn  sie  sich  bei 
Atmosphärendruck  und  Zimmertemperatur  zu  1  Mol  flüssigen 
Wassers  vereinigen.  Die  Wärmeentwickelung  beträgt  68  400  cal 
=  2,87  .  10^2[^gciji2gec— 2]j  die  Abnahme  der  Masse  demnach 
3,2  .  10~^  [g],  was  gegen  die  Gesamtmasse  der  Mischung  (18  g)  ver- 
schwindend klein  ist.  Beachten  wir  nun,  daß  selbst  bei  Abküh- 
lung auf  die  niedrigsten  Temperaturen  die  spezifischen  Wärmen 
und  die  Wärmetönungen  der  Größenordnung  nach  nicht  wachsen, 
so  sehen  wir,  daß  alle  thermisch-chemischen  Energieveränderungen, 
denen  wir  die  Körper  unterwerfen  können ,  unbeträchtlich  sind 
gegen  den  Vorrat  „latenter"  Energie,  welchen  sie  auch  noch  bei  0° 
absolut  behalten,  und  welcher  sich  in  ihrer  Trägheit  äußert.  Da 
weder  Bewegungen,  noch  ümlagerungen  der  chemischen  Atome 
ihr  etwas  anhaben  können,  so  muß  ihr  Sitz  im  Inneren  der  Atome 
sein.  Nähere  Vorstellungen  können  wir  uns  zurzeit  davon  noch 
nicht  bilden. 

Um  so  wichtiger  ist  es,  daß  neuerdings  eine  Klasse  von 
Vorgängen  entdeckt  worden  ist,  bei  welcher  diese  latente  Energie 
unmittelbar  zutage  tritt.  Es  ist  dies  der  Zerfall  der  Atome, 
welche  das  Wesen  der  radioaktiven  Erscheinungen  ausmacht. 
Es  ist  eine  experimentell  sicher  festgestellte  Tatsache,  daß  z.  B. 
beim  Zerfall  des  Radiums  andere  chemische  Elemente,  unter 
anderem  Helium  entstehen,  und  es  steht  ebenfalls  fest,  daß  in 
den   radioaktiven   Stoffen   dauernd    eine   starke   Wärmeentwicke- 
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lung  stattfindet,  welche  ebenso  wie  die  zur  Entsendung  der  ver- 
schiedenen radioaktiven  Strahlen  nötige  Energie  nur  aus  der 
latenten  Energie  der  zerfallenden  ßadiumatome  stammen  kann. 
Die  gesamte  von  einem  Grammatom  (225  g)  pro  Stunde  entwickelte 
Energie  beträgt  30  240  Cal  =  1,26  .  IO12  [g  cm^sec-^]  (Precht). 
Die  Mässenverminderung  pro  Stunde  beträgt  also  l,41.l0~^g, 
pro  Jahr  daher  l,2.10~^g.  Freilich  ist  auch  diese  Massen- 
abnahme zunächst  wohl  kaum  nachweisbar.  Erwähnt  sei,  daß  das 
hohe  Atomgewicht  der  radioaktiven  Substanzen  auf  eine  besonders 
große  latente  Energie  hinweist.  Die  hier  aus  der  Trägheit  der 
Energie  gezogenen  Folgerungen  finden  somit  bei  den  radioaktiven 
Vorgängen  eine  Bestätigung. 

Zugleich  zeigt  diese  Erörterung,  daß  unsere  Vernachlässigung 
der  Ruhspannungen  gegenüber  den  großen  Beträgen  der  Ruh- 
energiedichte, die  wir  in  allen  Körpern  haben,  wenig  ausmachen 
kann.  Daß  sie  bei  vollständigen  statischen  Systemen  in  aller 
Strenge  keinen  Einfluß  auf  die  Dynamik  ausüben,  zeigen  wir  später. 

§  28.    Grundlagen  der  Dynamik  der  Eontinua. 

a)DieTransformation  derEnergie-  undimpulsdichte. 
Wie  die  Transformationsformeln  für  den  Energiestrom,  die  Energie 
und  den  Spannungstensor  p  lauten,  welche  deren  Zusammenhang  mit 
dem  Welttensor  T  entsprechen,  haben  wir  schon  in  §  15,  f)  an  den 
Formeln  (169)  gesehen.  Trotzdem  dort  von  elektromagnetischen 
Größen  die  Rede  war,  können  wir  sie  hier  unverändert  auf  die 
mechanischen  Größen  überrragen.  Eine  bedeutende  Vereinfachung 
erzielen  wir,  wenn  wir  an  die  Stelle  des  gestrichenen  Systems  das 
Ruhsystem  K^  setzen.  Denn  nach  der  Definition  der  mechanischen 
Energie,  die  wir  im  vorigen  Paragraphen  gegeben  haben,  verschwin- 
den in  ihm  der  Energiestrom  ©°  und  die  Impulsdichte  g**.  So  ge- 
langen wir,  wenn  wir  zugleich  c^g  statt  <S  schreiben,  zu  den  Formeln 

9a:  2  _    3  ,     %y  f—— — -  ,    g^ 


<l'        '    »^  cVc-ä-gä'    ^"  C^C^  —  q^ 


W-- 


cäTTO  +  gäpO 


Pyy  —  Py«/'  P^'  —  P^^i  Py  —  Py 


r 


P^x  ^a_rt2         '    Pa;y  -,/^:5 ^  i    pxz  


(xxvin) 
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Hier  ist  v  durch  q^  ersetzt,  da  q  die  Geschwindigkeit  des  Körpers 
im  System  K  bedeutet.  Wir  können  die  Gleichungen  für  W  und  g 
auch  vektoriell  schreiben  wie  folgt: 

9  ==  e-^{^"  +  2^  (q[qP°])}  ■     •   (XXVma) 

Man  beweist  dies  leicht,  indem  man  die  a:- Achse  als  parallel  zu  q 
annimmt;  das  Vektorprodukt  [qp°]  erhält  dann  die  Komponenten 

[^P%  =  (]xpxx,  [(\P%  =  (^xPxy, 

so  daJS  man  die  Formeln  unter  (XXVIII)  wiedererhält*).  Die 
Gleichungen  enthalten  in  der  allgemeinsten  Weise  die  Zurück- 
führung  der  Energie  und  des  Impulses  auf  die  Geschwindigkeit 
und  den  durch  T^  und  p°  bestimmten  inneren  Zustand  des  Körpers. 
Besonders  muß  hervorgehoben  werden,  daß  der  erste  Summand 
in  der  Gleichung  für  g  einen  zu  q  parallelen,  der  zweite  Summand 
einen  dazu  senkrechten  Vektor  darstellt;  das  skalare  Produkt  des 
letzteren  mit  q  ist  nämlich  offenbar  NuH. 

Integrieren  wir  die  Gleichungen  (XXVHI  a)  über  das  Volumen 

TT  YO    Vc2  —  flä 


70 


eines  Körpers,  unter  der  Voraussetzung,  daß  seine  Geschwindigkeit 
räumlich  konstant  ist,  so  finden  wir  für  seine  Energie 

und  für  seinen  Impuls 
die  Beziehungen: 


(288) 


(288  a) 


E  = 


Tc 


(xxvin  b) 


*)  Vgl.  auch  (170). 
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E"  ist  dabei  die  Ruhenergie,  jp°öF<'  wie  p"  selbst  ein  sym- 
metrischer Tensor.  In  der  letzten  Gleichung  stellt  wiederum  der 
zweite  Summand  rechts  einen  zur  Geschwindigkeit  senkrechten 
Vektor  dar. 

Wesentlich  vereinfachen  sich  diese  Gleichungen,  wenn  die 
Spannungen  p^  einen  allseitig  gleichen  Druck  p'^  bilden.  In  diesem 
Falle  nämlich  verschwinden  die  Komponenten  von  p"  mit  zwei  un- 
gleichen Indices,  und  die  übrigbleibenden  bekommen  alle  den  ge- 
meinsamen Wert 


pxx  =  Pyy  =  Pzz  =  i'  , 
SO  daß  nach  A' 

[qp<']  =  qp«,  [q,  \p^8V']  =  qjp°öro 

wird.     Dann  nehmen  die  Formeln  (XX\TIIa)  die  Gestalt  an: 

^  =  -—^-^y-        9  =  ^  ( w'  +  p')  (xxvm  c) 

Ist  außer  der  Geschwindigkeit  auch  der  Druck  p'^  räumlich  kon- 
stant, so  folgen  aus  (XXVIIIb)  die  Planck  sehen  Gleichungen: 

c]/c2_g2  cVc'-i  — g* 

b)  Die  absoluten  und  die  relativen  (elastischen) 
Spannungen.  Wir  kennen  den  Impulssatz  in  zwei  Formen,  näm- 
lich in  der  neuen 

^ivT  =  0     oder     g  =  — bbp.    .    .    .    (289) 
und  in  der  alten 

fi  =  ^ <290) 

Wir  wollen  jetzt  den  Zusammenhang  zwischen  beiden  Gleichungen 
herstellen.  In  (289)  ist  g  der  Differentialquotient  von  g  nach 
t,  gebildet  für  einen  im  Raum  festen  Punkt,  d.  h.  bei  kon- 
stanten Koordinaten  x,  y,  z.  Deswegen  ist  p  nicht  der  Tensor 
der  elastischen  Spannungen ,  denn  diese  müssen  wie  in  der  bis- 
herigen Theorie  mit  der  Impulszunahme  eines  bestimmten  Körper- 
elementes ö  F  in  Zusammenhang  stehen.  Bezeichnen  wir  dessen 
Veränderung  für  das  Zeitintervall  dt  mit  g^Fdi,  so  gelten  nach 
dem  Anhang  Abschnitt  c)  (()')  die  Beziehungen: 

a«  =  9a.  -h  ^  (Sx  q^)  4-  ^  (gx  qy)  +  57  (gx  q.)  usw., 
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oder  vektoriell  geschrieben  nach  v"  und  ^" : 

£=g  +  bb[[gq]] (291) 

Führen  wir  nun  den  unsymmetrischen  Tensor 

^  =  /J-[[gq]]         {tjic  =  Pjic-Qjqk)  .    .    .    (292) 

ein,  so  findet  man  aus  (289)  und  {v"): 

£=  —  btO^ (293) 

Durch  diese  Gleichung  erweist  sich  der  Tensor  t  als  der  Tensor 
der  elastischen  Spannungen.  Denn  integi'iert  man  über  einen 
endlichen  Körper,  so  folgt  für  dessen  Impulsänderung  (vgl.  den 
Anhang,  Eechnungsregel  |  und  q): 

hsV  =  ^  =  —  ^hx^töV=   \^tnd6     .    .    (294) 

wo  die  Komponenten  des  Vektors  tn  nach  dem  Schema  v' 

tna:  =  txxCos{nx)  -\-  txyCos{ny)  +  txzcosinz) 

zu  bilden  sind.  Das  Oberflächenintegral  rechts  stellt  die  Kraft  Ä 
dar,  welche  die  Spannungen  auf  den  Körper  ausüben,  d.  h.  Glei- 
chung (294)  stimmt  mit  (290)  überein.  tndö  ist  die  auf  das 
Oberflächenelement  von  der  Umgebung  ausgeübte  Kraft.  Für  den 
analog  aus  p  gebildeten  Vektor  |)„  träfe  eine  solche  Deutung 
nicht  zu. 

Gleichung  (289)  entspricht  der  Eulerschen,  Gleichung  (293) 
der  Lagrangeschen  Form  der  hydrodynamischen  Differential- 
gleichungen. In  den  ersteren  wird  die  Impulsänderung  an  dem- 
selben Ort,  in  den  letzteren  die  Impulsänderung  eines  materiellen 
Teilchens  bestimmt. 

Aus  der  Definition  (292)  und  den  unter  (XXVIII)  angegebenen 
Transformationsformeln  für  p  und  g  findet  man  leicht  die  folgen- 
den für  den  Tensor  t  der  elastischen  Spannungen : 


.  0  .  (1  ,  0  ,  .  fi 

txx  — ■  pxxi         tyy  Pyyi         tzz  pzzf         tyz  Py;> 

Izy  Pzy,  Ixy   -■/  , ^i  tyx   '  pyc 


l'C 


^pxz_       .  ^y^zit  0 

->  tzx  Pzx 


(295] 
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Hier  ist  wiederum  die  a;- Richtung  parallel  zur  Geschwindigkeit 
vorausgesetzt.  Ist  der  Spannungszustand  im  Ruhsystem  ein  all- 
seitig gleicher  Druck  p^,  so  wird 

Pxx  =  pyy  Pzz  P  ,  Pyz  Pzx   pxy  vj. 

Nach  (295)  gelten  dann  genau  die  gleichen  Beziehungen  für  den 
Tensor  t.     Der  allseitig  gleiche  relative  Druck 

p  =  pO (296) 

ist  somit  eine  Invariante  der  Lorentz-Transf ormation 
(Planck). 

Aus  (296)  und  (XXVinc)  bzw.  (XXVIQd)  findet  man  die 
durch  Einfachheit  ausgezeichneten  Transformationsformeln: 

C-  — 32  ^  ^c^  —  ci^ 

übrigens  geht  auch  aus  den  Transformationsformeln  (295)  und 
(XXVni)  hervor,  daß  nicht  die  absoluten  Spannungen  p,  sondern 
die  relativen  t  als  elastische  Spannungen  zu  bezeichnen  sind.  Die 
letzteren  hängen  nämlich  außer  von  der  Geschwindigkeit  q  nur 
von  den  Ruhspannungen  p^  ab,  die  ersteren  außerdem  noch  von 
der  Energiedichte  W^.  Stets  sind  also  auch  in  einem  elastisch 
nicht  gespannten  Körper,  falls  er  sich  bewegt,  absolute  Spannungen 
vorhanden. 

Treten  außer  den  elastischen  Spannungen  auch  noch  nicht 
mechanische  Kräfte  Ä„„i  mit  der  Dichte  %nm  iiis  Spiel,  so  ist  nach 

(XXVI  a) 

F„m-V  F  =  F„m-  ^iv  T  =  0, 

und  es  sind  die  Gleichungen  (289),  (293),  (294)  zu  ergänzen  zu: 

9  =  gntn  — btöp (298) 

i=g«m  — btö^ (299) 

^  =  ^„„. -f  jt„(Zö (300) 

Schließlich  gibt  es  noch  eine  dritte  Methode,  sich  von  der 
Bedeutung  der  relativen  Spannungen  zu  überzeugen.  Ist  nämlich 
tncZö  die  auf  das  Flächenelement  dö  wirkende  Ki'aft,  so  ist  (qt„)(iö 
deren  Leistung,  und  es  muß  in  Analogie  zu  (294)  die  Gleichung 
gelten: 

^  =  j(qt„)rfö (301) 
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Andererseits  folgt  aus  (XXVI)  zunächst: 

W  =  —  div  <B 

und  in  Verbindung  mit  der  Rechnungsregel  q' : 

W  =  W-\-  div  ( W(\)  =  —  div  (@  —  TFq)    .    .    (302) 

Wir  können  offenbar  die  Vektoren  ©  und  <B  —  Wc\  in  ähnlichem 
Sinne  als  den  absoluten  und  den  relativen  Energiestrom  vonein- 
ander unterscheiden,  wie  wir  oben  die  absoluten  von  den  relativen 
Spannungen  trennten.  Legen  wir  nun  vorübergehend  die  a;-Achse 
parallel  zur  Geschwindigkeit,  so  schließeii  wir  aus  den  Glei- 
chungen (XXVm)  und  (295): 

(©  —  Trq)x  =  C^Qx  —  W(\x  =  (\xPxx  =   C\xtxx, 

0 

(®—  Wq)y  =  C^Qy  =  ^^^  =  c\xtxy  =  qx(ty]x  —  Qyqx), 

0 

(©—  Wq),  =  c2g,=-^^  =  9^4-,  =  qx(tzx—g.(\xh 
da  nach  (292)  unter  den  jetzigen  Voraussetzungen 

txy         tyx   •  Pa;9!/  *xz         tzx  '■  ^xQz 

ist.     Vektoriell  lassen  sich  diese  Beziehungen  zusammenfassen: 

(B-Wci  =  [qt]-[qm], 

wie  aus  der  Definition  ft'  für  das  Vektorprodukt  [q  t]  unmittelbar 
hervorgeht.   Nach  Rechnungsregel  o  schließen  wir  daher  aus  (302): 

^Wdr=^  =  —  Jbtti((S— Trq)^7  =  J(qtn)dö, 

was  mit  (301)  übereinstimmt. 

Eine  Invariante  der  Lorentz-Transformation  ist  nach  §  13 
die  Summe  der  Diagonalkomponenten  des  Tensors  T, 

J-xx  ~T'  -^2/2/1     -'z^     1     -^J'* 

Deuten  wir  diese  Invariante  mechanisch,  so  wird  sie  nach  §  26,  c) 
[vgl.  auch  (292)]: 

Pxx  4-  Pyy  +  pzz  —  W=txx  +  tyy  +  tzz  —  (  TT—  (q g)). 

Herrscht  ein  allseitig  gleicher  Druck,  so  ist  txx  -\-  tyy -\-  tzz^=  Zp 
nach  (296)  eine  und  \W — (qg))  eine  zweite  Invariante. 
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c)  Erörterung  vou  XXVHI.  In  den  Formeln  (XXVDI) 
bis  (XXVind)  bedeutet  der  Index  0  zunächst,  daß  die  betreffende 
(Iröße  auf  das  System  K'^  zu  beziehen  ist,  in  welchem  der  Körper 
in  dem  betreffenden  Augenblick  ruht.  Wir  wollen  aber  vorläufig 
annehmen,  daß  sein  innerer  Zustand  bei  einer  Geschwindigkeits- 
änderüng  unverändert  bleibt,  d.  h.  daß  man  ihm  weder  Wärme 
zuführt,  noch  den  Druck  ändert.  Dann  spielt  aber  bei  einer 
beschleunigten  Bewegung  in  Jedem  Augenblick  ein  anderes  System 
die  Rolle  des  Systems  K'^,  aber  die  mit  dem  Index  0  versehenen 
Größen  bleiben  konstant.  Die  in  Rede  stehenden  Gleichungen 
geben  also  bei  einem  adiabatischen ,  isopieistischen  Vorgang  un- 
mittelbar die  Abhängigkeit  der  Energie  und  des  Impulses  von 
der  Geschwindigkeit  an.      Man  braucht  besonders  den  Wert  von 

@  nur  in  Ä  =  -jj  einzusetzen,  um  die  Dynamik  dieser  Vorgänge 

vollständig  zu  beherrschen,  wie  wir  es  im  übernächsten  Para- 
graphen weiter  ausführen  wollen.  Es  sei  jedoch  ausdrücklich 
auf  den  wesentlichen  Unterschied  zwischen  den  Gleichungen 
(XXVin),  (XXVIHa  und  c)  einerseits,  (XXVHIb  und  d)  anderer- 
seits aufmerksam  gemacht.  Die  ersteren  gelten  gemäß  ihrer  Ab- 
leitung streng*)  und  ausnahmslos  für  jede  Bewegung;  die  letztere 
aber  nur,  insofern  die  Geschwindigkeit  im  Körper  als  konstant  be- 
trachtet werden  kann.  Genau  genommen,  ist  sie  dies  bei  einer  be- 
schleunigten Bewegung  niemals;  denn  anderenfalls  hätte  der  Körper 
vor  und  nach  der  Beschleunigung  dieselbe  Form,  während  wir  doch 
\Tissen,  daß  diese  sich  der  Loren tz-Kontraktion  entsprechend 
ändert.  Infolgedessen  sind  die  Gleichungen  (XX^THb  und  d)  nur 
Näherungen  für  Vorgänge,  bei  welchen  die  Beschleunigung  so  gering 
ist,  daß  die  räumliche  Veränderlichkeit  der  Geschwindigkeit  vernach- 
lässigt werden  kann.  Man  bezeichnet  solche  Vorgänge,  bei  denen  der 
innere  Zustand  des  Körpers  noch  derselbe  wie  bei  stationärer  Bewe- 
gung ist,  passend  als  „quasistationäre".  Dieser  Begriff  entspricht 
durchaus  dem  in  §  17,  e)  für  bewegte  Ladungsträger  eingeführten. 
Formel  XXr\TIIb  gibt,  wie  erwähnt,  dem  Impuls  eine  zur 
Geschwindigkeit  senkrechte  Komponente ,   die   zur  ersten  Potenz 


*)  D.  h.  so  streng  wie  die  Gleichung  (IX  a)  der  Elektronentheorio. 
Immerhin  ist  es  wenig  wahrsclieinlich,  daß  eine  etwa  notwendig  werdende 
Änderung  der  letzteren  etwas  an  der  Transformation  der  Kraftdichte, 
d.  h.  an  der  Möglichkeit,  sie  zur  Yiererkraft  zu  ergänzen,  ändert. 
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von  2  proportional  ist.  Infolgedessen  bedarf  es  zur  Beschleuni- 
gung eines  Körpers  im  allgemeinen  einer  Kraft,  welche  auch  eine 
Komponente  senkrecht  zur  Beschleunigung  hat.  Diese  verschwindet 
auch  im  Grenzfall  q  =:  0  nicht.  Darin  unterscheidet  sich  dieser 
Grenzfall  von  der  klassischen  Dynamik. 

Man  kann  sich  diesen  transversalen  Impuls  leicht  veranschau- 
lichen, wenn  man  an  die  Trägheit  der  Energie  denkt.  Daß  die 
elastischen  Spannungen  im  bewegten  Körper  einen  Energiestrom 
hervorrufen,  ist  ja  eine  anerkannte  Tatsache.  In  einem  gespannten 
Seil  z.  B.  strömt  Energie  der  Geschwindigkeit  entgegen.  Denn 
es  wird  Arbeit  geleistet  an  dem  Ende,  auf  das  das  Seil  sich  hin- 
bewegt; am  anderen  Ende  gibt  es  diese  Arbeit  wieder  ab.  In 
einem  gepreßten  Stab  strömt  die  Energie  mit  der  Geschwindigkeit 
der  materiellen  Teile.  Im  allgemeinen  kann  dieser  Energiestrom 
jeden  Winkel  mit  der  Geschwindigkeit  bilden.  Die  Relativitäts- 
theorie fügt  freilich  den  wesentlich  neuen  Gesichtspunkt  hinzu, 
daß  jedem  Energiestrom  ein  Impuls  entspricht. 

Tatsächlich  aber  sind,  wie  schon  erwähnt,  alle  anwendbaren 
Spannungen  viel  zu  schwach,  um  einen  merklichen  Einfluß  auf 
den  Impuls  auszuüben.  Vergleicht  man  die  Formeln  (XXVIII)  usw. 
mit  der  Erfahrung ,  so  kann  man  daher  von  den  Gliedern  mit  p" 
ganz  absehen  und  kommt  so  zur  Dynamik  des  Massenpunktes 
zurück,  von  der  wir  uns  schon  in  §  26  überzeugt  haben,  daß  sie 
mit  der  Newtonschen  für  kleine  Geschwindigkeiten  übereinstimmt. 
Aus  der  empirischen  Gültigkeit  der  Newtonschen 
Mechanik  läßt  sich  also  kein  Einwand  gegen  die 
Relativitätstheorie  herleiten. 

Im  engen  Zusammenhang  damit  steht,  daß  die  Abhängigkeit 
der  Energie  von  der  Geschwindigkeit  eine  andere  ist  als  bei 
Newton.  Bisher  trat  als  Folge  der  Bewegung  die  kinetische 
Energie  ^mq^  additiv  zu  der  sonstigen  hinzu.  Dies  ist  hier  nach 
(285)  nur  als  Näherung  richtig.  Die  kinetische  Energie  ver- 
liert daher  ihre  Bedeutung  als  besondere  Energieart, 
und  dies  ist  auch  notwendig;  denn  führt  man  die  Trägheit 
auf  Energie  zurück,  so  darf  man  nicht  umgekehrt  einen  Teil  der 
Energie  auf  Trägheit  begründen.  Dafür  werden  alle  Energiearten 
Funktionen  der  Geschwindigkeit;  Wärme,  chemische,  elastische 
Energie,  innere  Energie  der  Atome,  sie  alle  wachsen  bei  Zunahme 
der  Geschwindigkeit. 
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Wir  lassen  nun  die  Voraussetzung  des  konstanten  inneren 
Zustandes  wieder  fallen  und  führen  den  unter  dem  Druck  0 
stehenden  Körper  bei  konstanter  Geschwindigkeit  pro  Zeiteinheit 
die  Wärmemenge  R^,  bezogen  auf  das  System  K'^,  zu.  Nach 
dem  Energieprinzip,  angewandt  im  System  K^,  ist: 

dto  ' 

also  ist  nach  (XXVTHd),  (269)  und  (52): 

d&         d®  dt^  Qi?o       ^to  q2j» 


dt  dt^   dt  cyc2_22   dt  c^—q^ 

Nach  dem  Impulssatz  ist  eine  Impulszunahme  nur  möglich,  wenn 
eine  Kraft  ^  wirkt, 

«  =  |f  =  3^ (302a) 

Die  in  §  24  gefundene  Tatsache,  daß  bei  Wärmezufuhr 
zur  Aufrechterhaltung  der  Geschwindigkeit  eine  Kraft 
notwendig  ist,  findet  ihre  Erklärung  somit  in  der  Träg- 
heit der  Energie  2).  Für  den  empirischen  Nachweis  ist  diese 
Kraft  wegen  des  Divisors  c^  —  q^  freilich  viel  zu  schwach. 


§  29.     Beispiele  für  die  quasistationäre,  adiabatische 
isopieistisclie  Dynamik. 

a)  Der  Massenpunkt.  Wir  wollen  in  diesem  Paragraphen 
von  Körpern  reden,  die  durch  eine  Kraft  ^„^  bei  konstantem  inneren 
Zustande  {E'^,  p",  F°)  oder,  wie  wir  oben  sagten,  adiabatisch 
und  isopieistisch  beschleunigt  werden.  Wir  setzen  zunächst  vor- 
aus, daß  sie  unter  einem  allseitig  gleichförmigen  relativen  Druck  p 
stehen.     Dann  ist  in  (300) 

ft„a;(i(>  =^  'p\cos{nx)d6  =  0, 

also  auch  der  Vektor  l  tn<^ö  =  0,  somit  Ä„„,  =  -r-;  für  den  Im- 
puls @  können  wir  den  Wert  aus  (XXVIII  d)  einsetzen.  Die  diesen 
Gleichungen  zugrunde  liegende  Bedingung  räumlich  konstanter 
Geschwindigkeit  ist  bei  gleichen  Beschleunigungen  offenbar  um  so 
genauer  erfüllt,  je  kleiner  der  Körper  ist.  Wendet  man  sie  an, 
so  behandelt  man  ihn  daher  als  Massen  p  unkt;  für  einen  solchen 
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müßte  das  Folgende  streng  gelten.  —  Wir  unterdrücken,  da  Ver- 
wechselungen nicht  zu  befürchten  sind,  im  folgenden  den  Index  nm. 
Trotz  der  Verallgemeinerung,  welche  in  der  Einführung  des 
Druckes  p  Hegt,  können  wir  hier  die  Gleichung  (XXVII) 

dx 
beibehalten,  wenn  wir  Gleichung  (277)  durch 

m  =  ^  \^  (303) 

ersetzen.     Denn  der  Impuls  erhält  dann  räch  (27Sb)  den  Wert: 

was  mit  (XXVHId)  übereinstimmt.  Eine  kleine  Änderung  tritt 
freilich  im  Werte  der  Energie  ein;  Gleichung  (285)  würde  mit  (303) 
nicht  den  richtigen  W^ert  für  JE  ergeben.  Mxiltiplizieren  wir 
nämlich  die  Impulsgleichung 

dt  edt\  yc'—q^  ) 

ßkalar  mit  q,  oder  wenden  wir  (XXVII)  auf  die  zeitartigen  Kom- 
ponenten der  beiden  Vierervektoren  an ,  so  finden  wir  überein- 
stimmend unter  Berücksichtigung  von  (297): 

(qfi)  =  #,(S+pF)  =  i5  +  i'^     •    ■    "(304) 

Die  Energie  wächst  hier  nicht  nur  infolge  der  Beschleunigungs- 
arbeit der  Kraft  ^,  sondern  auch  infolge  der  Kompressionsarbeit 
— jpdVjdi,  welche  der  Druck  jp  leistet.  Denn  gerade  weil  nach 
Voraussetzung  der  innere  Zustand,  also  auch  das  ßuhvolumen  Y^ 
erhalten  bleibt,  nimmt  mit  wachsender  Geschwindigkeit  das 
Volumen  V  dei*  Lorentz-Kontraktion  entsprechend  ab.  In  §  27 
war  von  der  Kompressionsarbeit  nicht  die  Rede.  So  erklärt  es 
sich,  dai3  die  Gleichungen  (XXVHI,  d)  (für  E)  und  (285)  nicht 
übereinstimmen. 

Wohl  aber  können  wir  die  Formeln  (28^)  für  die  longitudi- 
nale  und  transversale  Masse  übertragen;  sie  lauten  dann: 

c(J5:o-j_mOF<')  ^»-I-hOF» 
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b)  Die  Dynamik  einer  elektrisch  geladenen  Kugel. 
Ein  Körper  habe  bei  Eube  Kugelgestalt;  seine  elektrische  Ladung  e 
sei  gleichmäßig  über  die  Oberfläche  verteilt.  Wir  bezeichnen  den 
Radius  mit  a,  mit  @  und  T!,  den  mechanischen  Impuls  und  die 
Energie,  mit  ^  die  auf  sie  wirkende  nichtmechanische  Kraft,  ab- 
gesehen von  der  Eigenkraft  Ä«,  welche  ihr  eigenes  elektromagne- 
tisches Feld  auf  sie  ausübt. 

Außer  dieser  Kraft  Äe  übt  aber  das  Feld  einen  gleichförmigen 
Zug  (negativen  Druck)  aus ,  den  wir  am  einfachsten  berechnen, 
wenn  wir  das  mit  der  Kugel  bewegte  System  K^  benutzen. 

Nach  der  Definition  der  quasistationären  Vorgänge  können 
wir  nämlich  die  Bestimmungsstücke  des  inneren  Zustandes  unter 
der  Annahme  berechnen,  daß  die  Kugel  in  K'^  dauernd  ruht. 
Dann  aber  ist  ihr  Feld  rein  elektrostatisch,  im  Inneren  von  der 
Stärke  Null,  während  nach  außen  die  Kraftlinien  senkrecht  von 
der  Oberfläche  ausgehen.  Die  Oberfläche  erfährt  infolgedessen  einen 
Zug  nach  außen ,  der  pro  Flächeneinheit  gleich  Yg  S°^  ist  *) ;    \i.^\ 

aber  ist  gleich   der  Flächendichte  (»a  =  -, 5.     Dieser  Zug  muß 

aufgehoben  werden  durch  einen  (negativen)  Druck  im  Inneren  der 
Kugel**)  vom  Betrage 

«0  —  _igo2  — ! = L_!.     .    .   (305) 

denn  es  ist  7«  =  ^  a^     JE/  =  ^  [vgl.  §  17,  e^j. 

Der  Impulssatz  ergibt: 

^  =  ^  -i-  ^e  .    . (306) 

Nun  haben  wir  aber  in  §20    [Gleichung  (233)]   gesehen,  daß  bei 
quasistationärer  Beschleunigung  die  Kraft 

ß!        f. 


*)  In  Kichtung  einer  Kraftlinie  im  leeren  Eaume  herrscht  nach 
(X)  nämlich  ein  Zug ,  senkrecht  dazu  ein  Druck  vom  Betrage  V2  S" 
(vgl.  auch  §  18). 

**)  Dieser  Schluß  ist  zwar  nicht  zvi-mgend.,  weil  der  Spannungs- 
tensor p"  durch  die  Oberflächenkräfte  nicht  eindeutig  bestimmt  ist. 
Diese  Unbestimmtheit  hat  aber  keinen  Einfluß  auf  das  Ergebnis,  wie 
die  Betrachtung  in  §  33  zeigt. 
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ist,  wobei  nacli  (192) 

den   elektromagnetischen  Impuls   des   Feldes   bedeutet.     Demnach 
können  wir  (306)  ersetzen  durch  die  Beziehung: 

^  =  /^(®  +  ®e) (307) 

Dabei  ist  analog  zu  (278c) 

®4-®e=qAä^), 
■vvenn  man 


setzt.  Die  Dynamik  der  geladenen  Kugel  ist,  wie  der  Vergleich 
mit (2 78  b) lehrt,  völlig  identisch  mit  der  eines  Masseupunktes  von 
der  Ruhmasse 

m  =  ^  (eo  +^070  +  ±^;)  =  ^(Eo  +  E:)] 

,  •    •   (308) 

=  Ue^  +  ^ 

Der  Energiesatz  lautet  unter  diesen  Umständen  nach  Analogie 
von  (286)  oder  (304): 

,    „,  d  /c(^°+£e")\  ,,.„, 

^^^^  =  dt\  y,._,.  ) (309) 

Nach  (XXVmd)  und  (305)  ist  aber: 

E  = ,  (310) 

und  nach  (192): 

cjV— 2^ 
also 

E-\-E,=^  -^L={E'^-{-M'eh 

somit  v/ird  aus  (309): 

{q^)  =  ^^{E  +  Ee), rsil) 

wie  es  sein  muß,  da  die  Arbeit  (q^)  teils  die  aiechanische,  teils 
die  elektromagnetische  Energie  steigert. 

Laue,  Kelati^'ität3p^inzip.     4.  Aufl.  15 


Ee  =        7      ^"^  Ee\ 
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Wir  haben  in  dieser  Rechnung  die  elektromagnetische  Energie 
Ton  der  mechanischen  getrennt.  Das  Ergebnis  (307)  und  (311) 
zeigt  aber,  daß  beide  Arten  hier  völlig  gleichwertig  sind.  Wir 
hätten  dies  voraussehen  können,  da  die  elektromagnetische  Energie 
im  statischen  Felde  des  ruhenden  Elektrons  ruht  und  so  der 
Bedingung  genügt,  welche  wir  in  §  26  für  die  mechanischen 
Energiearten  aufgestellt  haben. 

Als  elektrisch  geladene  Kugel  fassen  viele  zurzeit  das  Elek- 
tron auf  3),  Der  oben  berechnete  negative  Druck  p°  in  seinem 
Inneren  muß  die  Abstoßung  zwischen  den  Teilen  seiner  Ladung 
aufheben.  Wenn  wir  diesen  Druck  hier  als  elastische  Spannung 
behandeln,  so  liegt  darin  keine  andere  Hypothese,  als  daß  die  zu 
demselben  Welttensor  gehörende  Energie  im  ruhenden  Elektron 
ebenfalls  ruht.  Denn  dieser  Annahme  zufolge  fällt  sie  nach  §  26 
unter  die  Definition  der  mechanischen  Energie.  Wir  finden  so, 
freilich  unter  der  Einschränkung  auf  Oberfiächenladung  (was  aber 
unwesentlich  ist,  vgl.  §32b),  diejenige  Abhängigkeit  der  beiden 
Massen  von  der  Geschwindigkeit,  welche  zuerst  Lorentz,  sodann 
Planck  abgeleitet  haben,  und  welche  durch  die  glänzende  Deu- 
tung der  Feinstruktur  der  Spektrallinien ,  welche  Sommerfeld 
gelungen  ist,  zum  gesicherten  Besitz  der  Wissenschaf t  geworden 
ist  (§  2).  Auch  bei  der  Dynamik  des  Elektrons  steht  die 
Relativitätstheorie  in  Übereinstimmung  mit  dem  Ex- 
periment. Leider  geht  Sommerfelds  Theorie,  da  sie  wesent- 
lich auf  der  Quantentheorie  beruht,  über  den  uns  hier  gesetzten 
Rahmen  hinaus. 

Man  geht  manchmal  in  den  Annahmen  über  das  Wesen  der 
Elektronen  aber  noch  weiter,  indem  man  ihre  Trägheit  als  rein 
elektromagnetisch  auffaßt,  d.  h.  den  mechanischen  Impuls  @  gleich 
Null  setzt.     Dies  bedeutet  nach  (XXVIII d)  und  (305),   daß  man 

£0  _  __p0  70  ==  1/3  JSe' 
und  die  Ruhmasse  nach  (308) 

7)1  =  A  E^  =  TT-^ (312) 

setzi  Man  muß  nach  (310)  dann  trotz  des  Verschwindeus  des 
mechanischen  Impulses  neben  der  elektromagnetischen  Energie 
eine  mechanische  vom  Betrage 

E-    — 3^—  ^e 
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einführen  (Abraham).  Aus  den  experimentell  bestimmbaren 
Werten  des  Elementarquantums  e  und  des  Verhältnisses  e :  m  *) 
findet  man  nach  (312),  daß  der  Eadius  des  Elektrons  von  der 
Größenordnung  10~^^cm  sein  muß.  ,  Ein  zwingender  Grund  zu 
Jener  Annahme  liegt  aber  weder  in  der  Dynamik  des  Elektrons 
noch  in  sonstigen  Versuchen.  Gibt  man  der  mechanischen 
Energie  E^  einen  größeren  Wert,  so  findet  man  nach  (308)  auch 
etwas  größeres  für  den  Eadius  a.  Es  liegt  dieser  Hypothese  nur 
das  Streben  zugrunde,  einem  Dinge,  dessen  träge  Masse  1850  mal 
kleiner  ist  als  die  des  leichtesten  chemischen  Atoms,  auch  eine  Trö.g- 
heit  von  ganz  anderer  Art  zuzuschreiben  als  der  Materie.  Im 
übrigen  liegen  unsere  Kenntnisse  über  die  Elektronen  noch  so  in  den 
Anfängen,  daß  ein  abschließendes  Urteil  auf  diesem  Gebiete  nicht 
möglich  ist.  In  Bd.  11  werden  wir  auf  diese  Frage  zurückkommen. 
Die  Stellung  der  Absoluttheorie  zu  diesen  Fragen  war  eine 
werientlich  andere.  Sie  hatte  keine  Wahl,  sondern  mußte  dem 
Elektron  rein  elektromagnetische  Masse  zuschreiben ,  um  die 
beobachtete  Abhängigkeit  der  Masse  von  der  Geschwindigkeit 
einigermaßen  zu  erklären.  Darin,  daß  die  Relativitätstheorie 
hier  noch  viele  Möglichkeiten  (vgl.  §  32)  offen  läßt,  liegt  vielleicht 
ein  weiterer  Vorzug  gegenüber  jener, 

§  30.   Die  Erhaltung  des  Drehimpulses. 

In  der  klassischen  Eiastizitätstheorie  steht  die  Symmetrie  des 
Spannungstensors  in  engstem  Zusammenhange  mit  dem  Flächen- 
satze, welcher  die  Ei-haltung  des  Drehimpulses  ausspricht.  Wollen 
wir  hier  für  die  ünsymmetrie  des  Tensors  t  den  tieferen  Grund 
suchen,  so  müssen  wir  auf  diesen  Satz  eingehen.  Daß  er  sich  in 
dsr  Relativitätstheorie  bewährt  und  sogar  noch  einen  größeren 
Gültigkeitsbereich  erhält,  haben  wir  schon  in  §  24,  c)  gesehen.  Doch 
wollen  wir  im  folgenden  diese  Frage  von  neuem  auf  etwas  anderem 
Wege  behandeln. 


*)  e/m  ergibt  sich  aus  der  Ahlenkbarkeit  der  Elektronenstrahlen 
im  elektrischen  oder  magnetischen  Felde;  das  Elementarquantum  e  ist 
neuerdings  auf  viele  verschiedene  Arten  in  vortrefflicher  Übereinstim- 
mung zu  4,65.10—10  y4  7f  gefunden  worden,  unter  anderem  so,  daß 
man  die  elektrochemisch  bestimmte  Ladung  des  Grammatoms  eines 
einwertigen  Elektrolyten  durch  die  Zahl  der  Atome  im  Grammatom 
dividiert. 

15* 
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Wie  schon  erwähnt,  definieren  wir  den  Drehimpuls,  welcher 
in  einem  bestimmten  räumlichen  Bereich  enthalten  ist,  durch  das 
Integral 

2^  j[xQ]dS (313) 

erstreckt  über  diesen  Bereich ;  r  ist  der  Radiusvektor,  welcher  von 
einem  beliebigen  festen  Punkte  nach  dS  weist.  Fragen  "wdr  nach 
der  Veränderung  von  ?  mit  der  Zeit,  so  ist  bei  der  Differentiation 
jeder  Bereich  dS  als  unveränderlich  nach  Lage  und  Größe  zu 
betrachten.     Infolgedessen  ist  nach  (289)  und  (^") 

^  =  f[Tg]c^S  =  -j[rbit)p]rfS=J[r^„]dö  .    .  (314) 

wo  p,j  der  Vektor  mit  den  Komponenten 

pnx  =  pxxcosnz  -}-  pxycosny  -\-  pxzcosnz 
ist.     (Vgl  v'.) 

Nun  aber  fragen  wir  nach  dem  Drehimpuls  eines  materiellen 
Volumenelementes  Ö  F;  er  ist 

[rg]6F=:[r,gdri. 

Berechnen  wir  hier  den  Differential quotienten  nach  der  Zeit,  so 
ist  zu  berücksichtigen ,  daß  sich  nicht  nur  g ,  sondern  auch  d  V 
nach  Größe  und  Lage,  also  auch  der  Vektor  r  ändert;  und  zwar 
ist  r  =  q.  Könnten  wir  den  Impuls  göF  als  konstant  ansehen, 
60  wäre  dieser  Differentialquotient  gleich 

So  aber  tritt  nach  Q  noch  als  Summand  hinzu: 

[t,^(göF)]=[t|]<5F. 

Bei  einem  bewegten  Körper  ist  infolgedessen  nach  (293) 

^  =  j([tB]  +  [q9]}öT^=  j(-^.^i»^]  +  [q9l>^^-    •  (315) 

Den  ersten  Teil  des  rechts  stehenden  Raumintegrales  kann  man 
durch  partielle  Integration  umformen  und  findet  so  nach  |': 

'^  ^  l[xU]xd(3  ^  \{t^y  -ty.  ^iqg,]r)dV  .    .   (316) 

usw.     Nach  (292)  ist  aber 

6j/ — /tfs  =  ßyq^  — g^qv  =  —  [qgL   ....   (317) 
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Da  somit  das  Volumenintegi-al  verschwindet,  folgt  schließlich: 

~=\[xt„]d6 (318) 

Das  rechts  stehende  Flächenintegral  ist  das  von  der  Umgebung 
vermöge  der  elastischen  Spannungen  auf  die  Obei'fläche  des  Köi-pers 
ausgeübte  Drehmoment,  da  nach  §28bt„f7(>  die  auf  d6  wirkende 
Kraft  ist.  Berechnen  wir  umgekehrt  das  Drehmoment,  welches 
der  Körper  auf  seine  Umgebung  ausübt,  so  finden  wir  wiederum 
[vt„]d(?,  nur  hat  jetzt  die  Normale  n  die  nach  außen  weisende 
Richtung;  infolgedessen  ist  nach  {v')  t«  i-ad  [rt«]  den  früheren 
Werten  entgegengesetzt  gleich.  Sofern  also  auf  aie  Umgebung 
kein  anderes  Drehmoment  ausgeübt  wird,  können  -wir  für  die 
Änderung  des  Drehimpulses  !8"  der  Umgebung  die  Beziehung 

elf—        dt'       -  -h  -    —  const 

aus  (318)  folgern.  Die  Summe  der  Drehimpulse  bleibt  also  er- 
halten. Denselben  Schluß  hätte  man  natürlich  auch  aus  (314:) 
ziehen  können. 

Handelte  es  sich  um  einen  Vorgang,  bei  welchem  mechanische, 
elektromagnetische  und  sonstige  Erscheinungen  gleichzeitig  auf- 
treten, so  blieben  genau  dieselben  Betrachtungen  bestehen,  nur 
treten  an  die  Stelle  des  mechanischen  Impulses,  Drehimpulses,  der 
absoluten  und  relativen  Spannungen  die  Summen  aus  den  ent- 
sprechenden Größen  für  alle  diese  Erscheinungsgebiete. 

Genau  dieselben  Betrachtungen  gelten  auch  in  der  klassischen 
Mechanik ,  nur  vereinfacht  durch  den  Umstand ,  daß  die  Impuls- 
dichte g  stets  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  hat  und  das 
Vektorprodukt  [qg]  infolgedessen  verschwindet.  Damit  die  Glei- 
chung (318)  trotzdem  bestehen  bleibt,  muß  infolgedessen  an  die 
Stelle  von  (317)  treten: 

t.y-ty,  =  0, 

der  Tensor  der  elastischen  Spannungen  also  symmetrisch  sein 
Die  Unsymmetrie  des  Tensors  t  der  elastischen  Span^ 
nungen  beruht  somit  auf  dem  Auftreten  einer  transver- 
salen Impulskomponente. 

Bewegt  sich  das  Element  dF  stationär  und  bei  unveränder- 
lichem inneren  Zustande,  so  ist  6  =  0.      Trotzdem  tritt  im  all- 
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gemeiuen  eine  Zunahme  des  Drehimpulses  auf,  welche  durch  ein 
Drehmoment  hervorgerufen  Bein  muß.  Im  allgemeinen  hedarf 
ein  elastisch  gespanntes  Körperelement  und  ehenso  ein 
endlicher  Körper  zu  gleichförmiger  translatorischer 
Bewegung  eines  Drehmomentes.  Nur  wenn  die  Impuls- 
dichte bzw.  der  Gesamtimpuls  in  der  Richtung  der  Ge- 
schwindigkeit liegt,  fällt  dies  fort.  Man  erkennt  ohne 
weiteres,  daß  dieser  Satz  die  Erklärung  für  den  Trouton- 
Noh leschen  Kondensatorversuch  enthält.  Die  materiellen  Teile 
des  Kondensators  sind  elastisch  gespannt,  bedürfen  also  eines 
Drehmomentes  zu  translatorischer  Bewegung.  Daß  das  früher  er- 
rechnete Drehmoment  auch  der  Grröße  nach  das  dazu  notwendige 
ist,  können  wir  freilich  erst  in  §  32  zeigen. 

Man  kann  sich  an  Hand  der  obigen  Gleichungen  leicht  über- 
zeugen, daß  dies  Drehmoment  bei  rein  mechanischen  Vorgängen 
von  den  elastischen  Spannungen  infolge  deren  Unsymmetrie  hervor- 
gerufen wird.  Doch  wollen  wir  dies  noch  einmal  an  einem  der 
klassischen  Elastizitätstheorie  entlehnten  Beispiel  veranschaulichen. 
Das  Element  ö  V  sei  ein  Parallelepiped,  wir  legen  die  Koordinaten- 
richtungen parallel  zu  seinen  Kanten  von  den  Längen  dx,  dy,  dz. 
Da  wir  bei  Anwendung  der  Gleichung  (315)  den  Anfangspunkt 
für  den  Radiusvektor  r  in  das  Element  d  F  selbst  verlegen  dürfen, 
so  wird  beim  Grenzübergang  zu  unendlich  kleinen  Dimensionen 
[t^]Ö  V  klein  von  höherer  Ordnung,  so  daß  im  Limes 

~  =  [(\%\dxdydz 

wird.  Andererseits  sieht  man  nach  v'  leicht,  daß  auf  die  beiden 
zur  ;S-Richtung  senkrechten  Seiten  dy  dx  in  der  ^/-Richtting  die 
Kräfte  ':^tyidydx  wirken,  welche  das  Drehmoment  tygdydxdz 
um  die  a;-Achse  liefern.  Auf  die  zur  t/-Richtung  senkrechten 
Flächen  ds  dx  wirken  Kräfte  in  der  <2r-Richtung,  welche  analog 
das  Drehmoment  —  tgy  dz  dx  dy  um  dieselbe  Achse  ergeben.  Die 
Summe  daraus 

{tyz  — Uy)dxdydz  =  [o^^j^dxdydz 

ist  in  der  Tat  nach  der  vorletzten  Gleichung  gleich  der  Zunahme 
der  a:-Komponente  des  Drehimpulses. 
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§  31.   Zwei  Beispiele  für  die  Erhaltung  des  Drehimpalses. 

a)  Der  Winkelhebel  ^).  Im  berechtigten  Bezugssystem  jK* 
ruht  ein  Winkelhebel  ABC  (Fig.  21)  mit  zwei  zueinander  senk- 
rechten Armen;  beide  haben  die  Länge  Z°.  In  B  ist  er  um  eine 
zu  seiner  Ebene  senkrechten  j^chae  drehbar.    In  Ä  und  C  greife» 


zwei  der  Größe  nach  gleiche  Kräfte  ^f 


B 


Fie:.  21. 


t5?c 


und  ü^  an;  ^^  parallel  zu  BC,  ^.^  zu  BÄ. 
Die  Drehmomente  dieser  Kräfte  sind 
+  1^1*1^°  und  heben  sich  gegenseitig  auf. 
Der  Hebel  ist  also  im  Gleichgewicht. 

Betrachten  wir  diesen  Zustand  von 
einem  anderen  Bezugssystem^ aus,  gegen 
das  K^  die  Geschwindigkeit  q  in  der  Rich- 
tung B  C  besitzt.  Der  Arm  AB  hat  in 
ihm  die  Länge  1^  =  P,  dagegen  hat  BC  wegen  der  Lorentz- 
Kontraktion  nur  die  Länge 


A 


?, 


P 


Das  Drehmoment  beider  K^räfte  in  dem  in  der  Figur  angegebenen 

Nach  (187)  bleibt  nun  die  Größe  der  zur  Geschwindigkeit  parallelen 
Kraft  ^1  beim  Übergang  von  K^  zu  K  erhalten,  während  die  daeti 
senkrechte  Ejait  sich  veningert: 


^. 


©0  Qi      ©C 

OV] )        >JV2    oV^ 


,K^ 


Jenes  Drehmoment  erhält  somit  den  Betrag*) 

1^1  =  J^«  1^1 1. 

Der  Hebel  erfährt  also  ein  Drehmoment,  welches  keine  Drehung 
zur  Folge  hat;  da  er  elastisch  gespannt  ist,  bestätigt  uns  sein 
Beispiel  den  im  vorigen  Paragraphen  abgeleiteten  Satz,  daß  ein 
solcher  Körper  im  allgemeinen  zu  gleichförmiger  translatorischer 
Bewegung  eines  Drehmomentes  bedarf. 


*)  Dies  hätte  sich  auch  unmittelbar  aus  der  Formel  (201)  in  §  18 

ableiten  lasssn. 
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Wir  können  aber  noch  weiter  gehen  und  unmittelbar  be- 
stätigen, daß  die  Zunahme  des  Drehimpulses  pro  Zeiteinheit  diesem 
Drehmoment  gleich  ist,  wenn  wir  den  Impuls  des  Hebels  nach 
dem  Satze  von  der  Trägheit  der  Energie  berechnen.  Dieser  Im- 
puls hat  einmal  eine  longitudinale  Komponente,  welche  wie  bei 
Jedem  Körper  im  wesentlichen  von  der  Mitführung  der  mecha- 
nischen Energie  in  ihren  verschiedenen  Arten  heiTührt.  Aus  dem 
vorigen  Paragraphen  wissen  wir  aber,  daß  es  für  die  Zunahme  des 
Drehimpulses  bei  gleichförmiger  Bewegung  allein  auf  die  trans- 
versale Komponente  ankommt;  wir  sprechen  im  folgenden  des- 
wegen allein  von  ihr. 

Im  Punkte  ^  leistet  die  Kraft  |^i|  die  Arbeit  ^l^ij.  Ein 
Energiestrom,  dessen  Stärke  (d.  h.  Stromdichte  X  Querschnitt  der 
Strombahn)  denselben  Betrag  hat,  tritt  also  hier  in  den  Hebel  ein 
und  pflanzt  sich  dort  in  gleicher  Stärke  bis  zum  Drehpunkte  B 
fort.  Dort  tritt  er  in  die  Achse  über;  denn  diese  übt  eine  Kraft 
—  (^1  H~  ^2)  3.uf  den  Hebel  aus ,  da  ja  die  Summe  aller  auf  ihn 
wirkender  Kräfte  0  sein  muß ,  leistet  somit  die  Arbeit  —  2 1  ^1  [♦ 
Die  Kräfte  +  Äg  hingegen  leisten  weder  in  J5  noch  in  G  Arbeit. 

Um  den  Impuls  zu  finden ,  welcher  dem  genannten  Energie- 
strom entspricht,  hätten  wir  eigentlich  seine  Stromdichte  über  das 
Volumen  des  Armes  AB  zw.  integrieren.  Da  wir  aber  in  dem 
Werte  für  die  Stromstärke  die  Integration  über  den  Querschnitt 
schon  ausgeführt  haben  und  die  »Stromstärke  längs  des  ganzen 
Armes  sich  gleich  bleibt,  so  wird  der  Imj)uls*): 

Zur  Berechnung  des  Drehimpulses  t  =  j  [r  g]  ö  V  wählen  wir 
den  Anfangspunkt  0  für  den  Radiusvektor  r  in  der  Verlängerung 
von  BC  (Fig.  22).     Offenbar  ist  dann 

und   zwar    weist    die  Richtung    von  2    senkrecht    zur  Ebene   des 
Hebels  nach  oben.     In  der  Zeit  dt  verschiebt  sich  aber  der  Hebel 


*)  Nebenbei  zeigt  diese  Gleichung,    daß  zur  Beschleunigung  eine 
transversale  Kraft  -^  l^l^^l  gehört.     [Vgl.  §  28,  c).] 


qdt 
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in  die  gestrichelt  gezeiclinete  Endlage,  somit  wächst  OB  um  q_dt 
und  |Sj  nimmt  pro  Zeiteinheit  zu  um 

^  =  2l®I=|lzo|^o,. 

Man   sieht  hieran,   daß  das  Drehmoment  5J  und  die  Zunahme  ~ 

des  Drehimpulses  tatsächlich  nach  Eichtung  und  Größe  überein- 
stimmen ,  wie  es  der  Flächensatz  verlangt.  Das  Drehmoment, 
welches  hier  auf  den  Winkelhebel  Fig.  22. 

ausgeübt  wird,  hat  sein  Analogen  Aq, 

in    dem    Drehmoment,     welches 
nach   §   23    auf    die    von    einem 

Lichtstrahl  durchsetzte  Glasplatte      ^ .-y^ 

zur  Verhinderung  der  Drehung  0 
ausgeübt  werden  muß.  In  bei- 
den Fällen  hat  nämlich  eine  seit- 
liche Verschiebung  des  Impulses 
ein  Wachsen  des  Drehimpulses 
zur  Folge.    Auf  demselben  Wege  A 

läßt   sich    an    Hand    der    Fig.  15 

zeigen,  daß  in  den  materiellen  Teilen  des  Tr out on-Nob leseben 
Kondensators  (dazu  gehören  natürlich  auch  gewisse,  nicht  mit- 
gezeichnete Stützen,  die  die  Annäherung  der  Platten  aneinander 
verhindern)  eine  transversale  Impulskomponente  besteht,  und  daß 
deswegen  der  mechanische  Drehimpuls  pro  Zeiteinheit  um  genau 
denselben  Betrag  wächst,  den  wir  in  §  18  für  das  Drehmoment 
fanden.  Wir  überlassen  diese  einfache  Rechnung  dem  Leser,  weil 
wir  im  folgenden  Paragraphen  einen  noch  tiefer  gehenden  Beweis 
dafür  finden  werden. 

b)  Der  bewegte  Stromkreis  im  elektrischen  Felde. 
Während  unter  a)  ein  Drehmoment  auftrat,  welches  keine  Drehung 
zur  Folge  hat,  soll  im  folgenden  von  einer  Drehung  die  Rede 
sein ,  welche  gerade  wegen  des  Fehlens  eines  Drehmomentes  ein- 
tritt. Wir  denken  uns  einen  Ring  aus  nichtleitendem,  unmagne- 
tisierbarem  Material  von  der  Dielektrizitätskonstante  1  in  gleich- 
förmiger Verteilung  positiv  elektrisch  geladen.  Er  drehe  sich  um 
seine  Achse  und  bewege  sich  dabei  in  einer  ringförmigen  Röhre 
aus  demselben  Material ,  welche  ebenfalls  in  gleichmäßiger  Ver- 
teilung die  entsprechende  negative  Ladung  trägt.    Es  ist  dies  ein 
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zwar  rohes,  aber  hier  ausreichendes  Modell  für  einen  ungeladenen 
Sti'omkreis. 

Bewegt  sich  das  Ganze  im  System  K  parallel  zur  Achse  des 
Ringes  in  einem  zeitlich  und  räumlich  unveränderlichen,  zur  Achse 
senkrechten  elektrischen  Felde,  so  Avird  sicherlich  auf  den  Strom- 
kreis weder  eine  resultierende  Kraft  noch  ein  Drehmoment  aus- 
geübt; die  Kraft  ist  NuU,  weü  er  die  Gesamtladung  Null  hat, 
das  Drehmoment  9?  aber  verschwindet,  weil  man  in  dem  Integral 

je  zwei  gleiche  Kräfte  }^8V  zusammenfassen  kann,  für  welche  der 
Radiusvektor  x  gleiche  Größe,  aber  entgegengesetzte  Richtung  hat, 
wenn  man  als  Anfangspunkt  für  r  den  Mittelpunkt  des  Ringes 
wählt.  Trotzdem  beginnt  der  Ring  sich  aus  der  angegebenen 
Lage  herauszudrehen  und  sucht  sich  so  einzustellen,  daß  seine 
Ebene  parallel  zur  Geschwindigkeit  wird. 

Man  beweist  dies  am  einfachsten  durch  Transformation  auf 
Ruhe.  In  K^,  dem  Ruhsystem  des  Ringes,  gegen  welches  K  die 
Geschwindigkeit  q  hat,  hat  nämlich  das  in  K  rein  elektrische 
äußere  Feld  auch  einen  magnetischen  Anteil  §ö,  und  zwar  steht 
^°,  wie  man  am  einfachsten  an  (185)  sieht,  auf  q  und  (S  senkrecht, 
also  auch  senkrecht  auf  der  Achse  des  Ringes.  Ein  ruhender 
Stromkreis  aber  sucht  sich  bekanntlich  mit  seiner  Achse  der  magne- 
tischen Feldstärke  parallel  zu  stellen.  Nach  unseren  Voraus- 
setzungen steht  er  zunächst  mit  seiner  Achse  senkrecht  dazu; 
also  wird  er,  falls  man  ihn  nicht  sonst  hindert,  mit  der  Drehung 
beginnen.  Es  beginnt  also  auch  im  System  K  eine  Drehung,  ob- 
wohl kein  Drehmoment  vorhanden  ist. 

Dies  zunächst  verwunderliche  Verhalten  des  Stromkreises  er- 
klärt sich  leicht  aus  den  Sätzen  des  §  30,  An  den  Stellen  nämlich, 
an  welchen  der  rotierende  Ring  sich  im  Sinne  der  Feldstärke  © 
bewegt,  leistet  diese  Arbeit,  welche  dem  Ring  an  den  Stellen  wieder 
entzogen  wird,  an  welchen  die  Bewegung  dem  Felde  entgegen  er- 
folgt. Das  ergibt  aus  Symmetriegründen  einen  zum  Felde  senk- 
rechten Energiestrom  in  der  Ringebene  und  nach  dem  Satze  von 
der  Trägheit  der  Energie  einen  Impuls  in  derselben  Richtung. 
Da  diese  unter  den  obigen  Annahmen  zur  Geschwindigkeit  senk- 
recht ist,  so  haben  wir  hier  wiederum  eine  transversale  Impuls- 
komponente.   Der  Ring  bedarf  deshalb  nach  §  30  zur  rein  träne- 
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latorisclien  Bewegung  eines  Drehmomentes.  Da  es  felilt,  beginnt 
er  sich  zu  drehen,  so  lange,  bis  der  besprochene  Impuls  zur  Ge- 
schMÖndigkeit  parallel  wird. 

§  32.    Bas  vollständige  statische  System. 

a)  Allgemeine  Theorie.  Aus  den  letzten  Paragraphen 
sieht  man,  daß  die  relativistische  Dynamik  der  Newtonschen 
gegenüber  mancherlei  Komplikationen  zeigt.  Eine  bedeutende 
Vereinfachung  tritt  ein,  sobald  man  die  Dynamik  eines  vollständigen 
statischen  Systems  behandelt.  Wir  verstehen  darunter  ein  solches 
physikalisches  System,  welches,  ohne  mit  anderen  Körpern  in 
Wechselwirkung  zu  stehen  *),  in  einem  berechtigten  Bezugssystem 
K'^  im  statischen  Gleichgewicht  ist;  z.B.  ein  elektrostatisches  Feld 
mit  Einschluß  aller  Ladungsträger.  In  ihm  ist  die  Impiilsdichte, 
bezogen  auf  das  Buhsystem,  überall  Null,  und  seine  Energie 
haftet  fest  an  ihrem  Orte**).  In  Jedem  anderen  System  K,  in 
welchem  es  eine  gleichförmige  Bewegung  besitzt,  macht,  wenn 
diese  Bedingung  erfüllt  ist,  die  gesamte  Energie,  auch  die  etwa 
vorhandene  elektromagnetische  Energie  (und  die  der  Gravitation) 
die  Bewegung  mit.  Infolgedessen  können  wir  alle  bisherigen  Be- 
trachtungen, von  denen  die  genannten  Energiearten  zunächst  aus- 
geschlossen waren,  hier  auf  die  Gesamtenergie  anwenden. 

Wir  betrachten  zunächst  den  Zustand  dauernder  Ruhe  im 
Bezugssystem  K'^.     Da  in  ihm  keine  Energieströmung  stattfindet. 


•)  Statt  dieser  Bedingung  könnte  man  olme  wesentliche  Veräflde- 
rung  die  einführen ,  daß  die  Umgebung  einen  allseitig  gleichen  Druck 
p"  ausüben  soll.     Dann  träte  an  die  Stelle  von  (320): 

30  daß  statt  (321)  die  Formeln  (XXVIII  d)  herauskämen, 

**)  Man  könnte  sogar  noch  elektrostatisch-magnetostatische  Felder 
zulassen ,  trotzdem  dann  S"  und  g"  von  0  verschieden  würden.  Das 
hätte  zwar  den  Erfolg,  daß  in  den  Grundgleichungen  (XXVIII a)  und 
(XXVin)  gewisse  zu  g"  proportionale  Summanden  auftreten.  Doch 
v.ürden  diese  bei  der  Integration  über  das  vollständige  System  wieder 
verschwinden,  da 

fgOÖFO  =  -.(©oöFo  r=  0 
ist.   (XXVIIIb)  bliebe  also  ungeändert,  desgleichen  (319),  weil  g^  =  0  ist. 
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so  ist  auch  die  Impuls  dichte  g  überall  dauernd  Null.  Und  daraus 
iolgt,  daß  für  jeden  Querschnitt  des  Systems  (gleichgültig  ob  eben 
oder  nicht) 

jplJf^öo  —  0 .    (319) 

sein  mui'3.  Ergänzen  wir  ihn  nämlich  durch  eine  ganz  außerhalb 
des  vollständigen  Systems  verlaufende  Fläche  zu  einer  geschlossenen 
Fläche,  so  können  wir  für  das  eingeschlossene  Volumen  nach 
(289)  und  ^  schließen: 

jgOtiSo  =  —  jbttipOcZSO  =   f^°d(JO  =  0; 

der  Anteil  jener  Ergänzung  am  Oberflächenintegral  verschwindet 
aber  nach  Voraussetzung  für  sich  allein. 

Wählen  wir  den  Querschnitt  als  Ebene  a;"  =  const  (die 
a;<'-Richtung  ist  dabei  ganz  willkürlich),  so  finden  wir  aus  (319) 
und  v' : 

\plyody^dz<^  =  [ploy^dy^dz^  =  0 


|t 


usw.  Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  mit  dx'^ ,  und  inte- 
grieren wir  dann  über  das  ganze  Volumen  F"  des  vollständigen 
Systems,  so  folgt: 

jp^^xoÖFo  ^  Jp^^odFo  =  Jp2o.odFo  =  0, 

oder  da  das  Entsprechende  für  alle  anderen  Komponenten  des 
Tensors  p"*  gilt: 

JpOÖFo  =  0 (320) 

Für  ein  vollständiges  statisches  System  gehen  somit  die  Glei- 
chungen (XXVJHb)  über  in:  , 


Vc^  — ä^ 

cyc^—q" 


(321) 


Ihre  Übereinstimmung  mit  (XXVIII  d)  (wenn  man  dort  den  Druck 
p^  ■=  0  setzt)  beweist:  Jedes  vollständige  statische  System 
verhält  sich  bei  quasistationärer  Beschleunigung  wie 
ein  Massenpunkt  unter  dem  Druck  Null.    Insbesondere  tritt 
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keine    transversale    Impulskompoueute    auf;    zur    gleicbförmig'en 
trauslatorischen   Bewegung   ist    deshalb    kein    Drehmoment   nötig- 
Für  den   Welttensor    T^fe    läßt    sich    unser   Ergebnis    in   die 
Formel 

JTiuSV^  =  E^YiYu (321a) 

kleiden;  diese  enthält  nämlich,  auf  das  Euhsystem  angewandt,  außer 
(320)  nur  noch  die  selbstverständliche  Aussage  JW^^  F»  =  J5<>. 
Wir  hatten  sie  schon  früher  für  den  spannungsfreien  Körper  be- 
nutzt ,  indem  wir  ihm  in  §  27  den  Tensor  T^  =  W  Yi  Yu  zu- 
ordneten. Auch  diese  Betrachtung  führt  dazu,  das  vollständige 
statische  System  dynamisch  als  Massenpunkt  aufzufassen. 

b)  Anwendung  auf  die  Dynamik  des  Elektrons*).  Ein 
System  der  genannten  Art  ist  das  Elektron  mit  seinem  Felde;  daher 
lehrt  dies  Ergebnis:  Das  Resultat  von  §  29,  b),  daß  sich  das  Elektron 
bei  quasistationärer  Beschleunigung  als  Massenpunkt  vei'hält,  dessen 

Ruhmasse  m  sich  nach  der  Formel  m  =  -j    aus   der  gesamten 

Energie  E'^  berechnet,  ist  unabhängig  von  den  dortigen  besonderen 
Annahmen;  es  geht  ohne  jede  besondere  Voraussetzung  aus  (321) 
unmittelbar  hervor.  Man  kann  aus  Versuchen  über  quasi- 
stationäre Beschleunigungen  desElektrons  niemals  einen 
Rückschluß  ziehen  auf  seine  Gestalt  und  Ladungsver- 
teilung sowie  über  den  Anteil  des  elektromagnetischen 
Impulses  am  Gesamtimpuls.  Über  seine  Dimensionen  läßt 
sich  nur  das  folgern,  daß  sie  nicht  kleiner  als  10~~^^cm  sein  können; 
denn  anderenfalls  wäre  die  elektrostatische  Energie  Ee  und  die 
Ruhmasse  ni  =  1  c^ .  E^  größer,  als  sich  mit  den  Beobachtungen 
verträgt.  (Im  letzten  Satze  ist  allerdings  angenommen,  daß  die 
Maxwellsche  Theorie  auch  in  den  kleinsten  Räumen  streng  richtig 
ist  und  daß  die  nichtelektromagnetische  Masse  nie  negativ  werden 
kann;  ob  diese  Annahme  zutrifft,  mag  dahingestellt  bleiben.) 

Ferner  ergibt  sich  z.  B.,  daß  die  Korpuskeln  der  oc-Strahlung 
des  Radiums ,  wie  sie  auch  konstituiert  sein  mögen ,  denselben 
dynamischen  Gesetzen  gehorchen  wie  die  Elektronen.  Da  es  sich 
bei  ihnen  zweifellos  um  materielle  Atome  handelt,  wäre  eine  experi- 
mentelle Entscheidung  zwischen  der  klassischen  Mechanik  und 
der  Relativitätstheorie  an  ihnen  besonders  wichtig.  Vorläufig 
«Jürften   dem  freilich  unüberwindliche  Schwierigkeiten   entgegen- 
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stehen.      Hoffen    Avir,    daß   der    rastlos   fortschreitenden    Experi- 
mentierkuust  auch  hier  bald  der  Erfolg  glückt. 

c)  Anwendung  auf  den  Winkelhebel.  Der  Winkelhebel' 
von  dem  in  ^  31,  a)  die  Rede  war,  läßt  sich  leicht  zu  einem  voll- 
ständigen statischen  System  ergänzen.  Er  möge  in  einem  Ge- 
häuse liegen ,  an  welchem  die  Drehachse  befestigt  ist  und  von 
welchem  aus  —  etwa  durch  gespannte  Federn  —  die  Kräfte  ^, 
und  ^2  ausgeübt  werden.  Der  oben  betrachtete  Energiestrom 
setzt  sich,  nachdem  er  bei  Jj  aus  dem  Hebel  ausgetreten  ist,  in 
der  Achse  fort,  tritt  dann  durch  die  Lager  der  Achse  in  das  Ge- 
häuse, gelangt  von  diesem  in  die  bei  Ä  den  Hebel  angreifende 
Feder  und  wird  so  geschlossen.  Bildet  man  das  Integral  [  (^dV. 
so  findet  man  den  Wert  Null,  weil  dieser  Strom  keine  Quellen  und 
Senken  hat,  sondern  divergenzfrei  ist*).  Der  gesamte  von  dieser  Strö- 
mung herrührende  Impuls  verschwindet  somit  ebenfalls;  das  Ganze 
hat  keine  transversale  Impulskomponente.  Wohl  aber  hat  das  Ge- 
häuse (einschließlich  der  Federn  und  der  Achse)  für  sich  allein  eine 
solche  Komponente.  Sie  ist  der  entsprechenden  Komponente  des 
Hebels  entgegengesetzt  gleich.  Daraus  folgt  aber,  daß  das  Gehäuse 
eines  Drehmomentes  zur  translatorischen  Bewegung  bedarf,  welches 
dem  in  §  31,  a)  berechneten  entgegengesetzt  gleich  ist.  Und  dies  übt 
der  Hebel  vermöge  der  Federn  und  der  Achse  auf  das  Gehäuse  aus, 
während  umgekehrt  das  Gehäuse  das  erstere  Drehmoment  auf  den 
Hebel  ausübt.  Das  Ganze  aber  bedarf  ebensowenig  wie  der  Massen- 
punkt, dem  es  dynamisch  gleichwertig  ist,  eines  Drehmomentes 
von  außen. 

d)  Der  Trouton-Noblesche  Versuch.  Nach  diesen  Vor- 
bereitungen können  wir  nun  auch  den  Trouton-Noble sehen 
Versuch  von  einem  System  K  aus  erklären,  in  welchem  sich  der 
Kondensator  bewegt.  Wir  sahen  in  §  18,  daß  sein  Feld  ein  Dreh- 
moment auf  die  materiellen  Teile  ausübt,  und  wir  erwähnten  schon 


*)  Integriert  man  div  ©  =  0  über  einen  Raum ,  welcher  durch 
einen  ruhenden  ebenen  Querschnitt  des  Systems  und  außerdem  durch 
irgend  eine  ganz  außerhalb  des  Systems  verlaufende  Fläche  begrenzt 
ist ,  so  findet  man  f  'B^ dö  =  0,  dies  Integral  erstreckt  über  die  ganze 
Begrenzung  oder  auch  über  den  Querschnitt  allein.  Summiert  man 
diese  Beziehung  über  alle  zur  Richtung  n  senkrechten  Querschnitte,  so 
folgt  j"  ©„ÖF  =  0,  wobei  n  eine  beliebige  Bichtung  ist. 
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in  §  30,  daß  diese  wegen  ihrer  elastischen  Spannungen  eines  Dreh- 
Miomentes  bedürfen.  Hier  sehen  wir  ohne  weiteres  ein,  daß  jenes 
elektromagnetische  Drehmoment  gerade  die  nötige  Stärke  besitzt. 
Denn  das  Ganze  —  die  materiellen  Teile  und  das  Feld  —  ist  ein 
vollständiges  statisches  System  und  muß  sich  deshalb  ohne  ein 
Drehmoment  rein  translatorisch  bewegen.  Wir  können  geradezu 
das  Feld  mit  dem  besprochenen  Winkelhebel  und  die  materiellen 
Teile  mit  dessen  Gehäuse  vergleichen.  In  beiden  Teilen  des  Konden- 
sators gibt  es  transversale  Energieströme  und  Impulse,  aber  ia 
dem  ganzen  System  schließt  sich  dieser  Energiestrom  vollständig 
und  die  transversalen  Impulse  heben  sich  infolgedessen  auf,  genau 
wie  wir  dies  beim  Winkelhebel  und  seinem  Gehäuse  sahen. 

§  33.     Thermodynamik. 

a)  Transformation  der  Entropie.  In  der  Trägheit  der 
Energie  liegt  begründet,  daß  sich  die  Dynamik  nicht  vollständig 
durchführen  läßt,  ohne  daß  man  auf  die  Thermodynamik  eingeht. 
Das  wird  sich  z.  B.  in  der  Hydrodynamik  zeigen.  Um  nun  die 
Thermodynamik  dem  Relativitätsprinzip  anzupassen ,  müssen  wir 
vor  allem  untersuchen,  wie  sich  ihr  wichtigster  quantitativer  Be- 
griff, die  Entropie,  zur  Lorentz-Transformation  verhält.  Obwohl 
schlechthin  jedem  physikalischen  System  eine  bestimmte  Entropie 
zukommt,  beschränken  wir  uns  hier  im  allgemeinen  auf  Gleich- 
gewichtszustände. Auch  bei  Zustandsänderungen  soll  sich  jeder 
durchlaufene  Zustand  nur  äußerst  wenig  von  einem  Gleichgewicht 
unterscheiden,  so  daß  die  Veränderung  umkehrbar  vor  sich  geht. 
Wir  beschränken  uns  ferner  auf  rein  translatorische  Bewegung 
und  auf  den  Fall,  daß  der  Spannungszustand  ein  allseitig  gleicher 
Druck  p  ist.  Ein  Körper  hat  dann  fünf  Bestimmungsstücke; 
nämlich  drei  thermodynamische ,  den  absoluten  Wert  der  Ge- 
schwindigkeit und  etwa  Volumen  und  Temperatur  und  außerdem 
zwei  die  Richtung  der  Geschwindigkeit  bestimmende  Winkel.  An 
Stelle  des  absoluten  Wertes  der  Geschwindigkeit  und  der  Rich- 
tungswinkel führt  man  natürlich  besser  ihre  drei  Komponenten  ein. 

Den  zweiten  Hauptsatz,  daß  die  Entropie  aller  an  einem 
Prozeß  beteiligten  Systeme  nur  zunehmen  kann ,  setzen  wir  dem 
Relativitätsprinzip  zufolge  als  für  alle  berechtigten  Bezugssysteme 
gültig  an.     In  jedem  berechtigten  Bezugssystem  K  gilt  somit  der 
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Scliluß,  daß  in  einem  abgeschlossenen  physikalischen  System  ein 
umkehrbarer  Vorgang  die  Entropie  unverändert  läßt.  Wir  denken 
uns  nun  einen  Körper  aus  dem  Zustande  1 ,  in  welchem  er  im 
System  K  ruht  und  die  Entropie  S^  hat,  adiabatisch -isopieistisch 
in  den  Zustand  2  gebracht,  in  welchem  er  die  Geschwindigkeit  q 
und  die  Entropie  S^  besitzt.  Diese  Beschleunigung  ist  zweifellos 
umkehrbar,  so  daß  die  gesamte  Entropie  des  beschleunigten  und 
des  ihn  beschleunigenden  Körpers  konstant  bleibt.  Stellen  wir 
uns  den  letzteren  ruhend  vor,  so  wissen  wir  aus  der  klassischen 
Thermodynamik  (die  wir  für  ruhende  Körper  unbedenklich  bei- 
behalten können),  daß  seine  Entropie  durch  die  Leistung  der  Be- 
schleunigungsai'beit  nicht  verändert  wird,  daher  gilt  dasselbe  für 
die  des  beschleunigten  Körpers,  d.  h.  es  ist  S^  =  S^.  Der  letztere 
gerät  nun  bei  dem  beschriebenen  Vorgange  in  den  Ruhezustand, 
bezogen  auf  ein  System  K',  welches  die  Geschwindigkeit  ü  =  q 
gegen  K  hat,  und  zwar  ist  der  Zustand  2  bezogen  auf  K'  genau 
derselbe  wie  der  Zustand  1  bezogen  auf  E,  da  der  innere  Zustand 
bei  einer  adiabatisch-isopieistischen  Beschleunigung  konstant  bleibt. 
Also  ist  S'i  =  Si,  somit  auch  S'i  =  S2,  und  da  wir  als  Zustand  2 
schlechthin  jeden  wählen  können,  so  gilt  allgemein  : 

S=^S' (XXIX) 

Die  Entropie  ist  eine  Invariante  der  Lorentz-Transf or- 
matiou  (Planck). 

Der  angegebene  Beweis  bezog  sich  zunächst  nur  auf  Gleich- 
gewichtszustände. Die  allgemeinste  Definition  der  Entropie  be- 
ruht aber  auf  ihrem  Zusammenhange  mit  der  Wahrscheinlichkeit 
(Boltzmann),  wobei  die  letztere  durch  die  Zahl  aller  derjenigen 
Komplexionen  bestimmt  ist ,  welche  einen  und  denselben  thermo- 
dynamischen  Zustand  ergeben.  Daß  deren  Abzahlung  für  ver- 
schiedene berechtigte  Systeme  zu  verschiedenen  Resultaten  führt, 
ist  schon  deshalb  ausgeschlossen,  weil  es  sich  dabei,  genau  ge- 
nommen, stets  um  ganze  Zahlen  handelt  —  nur  wird  durch  die 
Benutzung  von  Näherungswerten  diese  Tatsache  meist  verdunkelt 
—  und  weil  andererseits  jede  von  der  Relativgeschwindigkeit 
zweier  Systeme  abhängige  physikalische  Größe  eine  stetige  Funk- 
tion davon  sein  muß.  Denn  zwei  Bezugssysteme  mit  allen  ihren 
Raum-  und  Zeitbestimmungen  gehen  stetig  ineinander  über,  wenn 
man  ihre  Relativgeschwindigkeit  kleiner  und  kleiner  werden  läßt; 
deshalb  müssen  die  Werte  derselben  physikalischen  Größe,    deren 
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üütersciiiede  docli  in  letzter  Linie  auf  Verschiedenheit  der  Raum- 
tmd  Zeitmessung  beruhen,  ebenfalls  dabei  stetig  ineinander  über- 
gehen. Der  Satz  von  der  Invarianz  der  Entropie  muß  also  ohne 
die  Beschränkung  auf  Gleichgewichtszustände  gelten  *). 

b)  Transformation  der  Temperatur.  Die  Temperatur 
T  definiert  man  bekanntlich  durch  die  Festsetzung,  daß  bei  einer 
umkehrbaren   Zuführung  der  unendlich  kleinen  Wärmemenge  Q 

dS  =  ^ (322) 

sein  soll.  Wir  übernehmen  sie  aus  der  klassischen  Thermodynamik 
nicht  nur  für  ruhende  Körper,  d.  h.  bezogen  auf  das  mit  der 
Materie  bewegte  System  K^,  sondern  ganz  allgemein.  Darin  liegt 
eine  Er\veiterung  der  Temperaturdefinition;  die  Definition,  welche 
die  klassische  Thermodynamik  aus  dem  zweiten  Hauptsatz  gibt, 
gilt  zunächst  nur  für  ruhende  Körper.  Die  Eigenschaft  der 
Temperatur,  für  den  Differentiaiausdruck,  als  der  sich  Q  darstellt, 
den  integrierenden  Divisor  abzugeben,  bleibt  dabei  erhalten;  denn 
es  folgt  aus  (322)  wegen  der  Invarianz  von  dS,  daß  Q/T  in  jedem 
Bezugssystem  den  gleichen  Wert  hat,  wie  für  das  Euhsystem  EP^  für 
das  jener  Satz  bekannt  ist.  Ebenso  bleibt  das  Carnotsche  Prinzip  in 
Kraft;  denn  der  Wärmeübergang  zwischen  zwei  verschieden  tempe- 
rierten Körpern  ist  nach  (322)  dann  mit  einer  Entropiezunahme 
verknüpft,  wenn  der  wärmere  Köi-per  dabei  Wärme  abgibt. 

Nun  haben  wir  schon  in  §  24,  Gleichung  (269)  abgeleitet,  daß 
sich  die  pro  Zeiteinheit  erzeugte  Wärmemenge  R  nach  der  Formel 

R"  ~~       ca 
umrechnet;  die  während  eines  infinitesimal  kurzen  Vorganges  zu- 
geführte ist  aber  Q  =  Bat,  somit  ist,  da  nach  (29)  oder  (52) 
de  c 


(323) 


dt^ 

Vc-a- 

^' 

Q 

Rdt 

Vc^- 

-q^ 

QO 

R^dt<>  " 

c 

Setzt  man  aber  nach  (XXIX)  und  (322) 

Q   _  QO 
T  20' 


*)  Wendet  man   ihn   auf   ein  Strahleubändel    an,    so   findet   mau 
(wohl   auf   dem   kürzesten  Wege)    das  Wien  sehe  Verschiebungsgesete. 
Laue,  Relativitätsprittzip.     4  Aufl.  ig 
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so  findet  man   aus   (323); 

so  daß  die  Tr  an  sf  or  m  a  ti  onsf  orm  el  für  die  Temperatur 
lautet: 

T  V  _  jo 

c 


fc 


Vcä-, 


(XXX) 


Die  Temperatur  transformiert  sich  also  wie  das  Volumen,  sie 
ändert  sich  daher  auch  wie  das  letztere  in  demselben  Bezugs- 
system ,  wenn  man  den  Körper  adiabatisch  und  bei  konstantem 
Druck  aus  der  Ruhe  heraus  beschleunigt,  d.  h.  sie  sinkt  dabei  auf 
das  yi  —  ^^/C^  fache  der  Anfangstemperatur.  Dies  sehr  paradoxe 
Ergebnis  hängt  auf  das  engste  mit  der  in  Gleichung  (323)  impli- 
zite steckenden  Trägheit  der  Energie  zusammen. 

c)  Bestätigung  von  (XXX).  Um  dies  zu  veranschaulichen, 
denken  wir  uns  den  folgenden  Kreisprozeß  beim  Drucke  Null 
ausgeführt.  Ein  Körper  befinde  sich  anfangs  im  Zustande  a 
in  Ruhe  auf  der  Temperatur  T^,  diese  Angabe,  wie  die  folgen- 
den ,  bezogen  auf  irgend  ein  berechtigtes  Bezugssystem  K.  Wir 
führen   ihm  aus    einem  ruhenden  Wärmebehälter  umkehrbar  und 

isotherm   die   Wärmemenge   Q^    zu, 
Fig.  23.  wodurch  er  in  den  Zustand  h  kommt. 

Die  Ruhenergie  wächst  dabei  von  £^a 
c  auf  E^\   Fig.  23   gibt  dies  in  einem 

Diagramm  au ,  in  welchem  die  Ge- 
schwindigkeit 2  und  £"  die  Koordi- 
naten darstellen.  Dann  beschleunigen 
wir  den  Körper  adiabatisch  auf  die 
Geschwindigkeit  5;  so  kommt  er  in 
^  ^E*-     den  Zustand  c  von   der  Temperatur 

Tj.  Weiter  führen  wir  ihm  aus  einem 
mitbewegten  Wärmebehälter  umkehrbar  und  isotherm,  sowie  bei 
konstantem  g  die  (negative)  Wärmemenge  Q2  2:u  (Zustand  d)  und 
bemessen  diese  so ,  daß  die  Ruhenergie ,  welche  bei  c  noch  den 
höheren  Wert  'El  hatte,  jetzt  auf  den  niederen  Wert  Ea  sinkt. 
Dann  wird  bei  adiabatischer  Verminderung  der  Geschwindigkeit 
bis  zur  Ruhe  gerade  wieder  der  Zustand  a  erreicht. 


qi 
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Nach  dem  Euergieprinzip,  angewandt  auf  den  Übergang  Von 

a  nach  f>,  ist  ^a       ^„ 

Ei-E,':  =  Q, (324) 

Zur  Berechnung  der  Differenz  Ea  —  Ec  müssen  wir  dagegen  be- 
denken, daß  bei  dem  Übergang  von  c  n-'ch  d  außer  der  Wärme 
Q2  noch  eine  Arbeit  A2  zugeführt  wird.  Denn  dabei  ändert  sich 
ja  der  Impuls  nach  (^21)  um 

die  zugehörige  Arbeit  ist 

Ä,  =  f  (q^)^^  =  (q,  z/®)  =  -fj  ^-^  •    (326) 
Also  ist  '    '''-^^'/^' 

Ea-E.  =  Q,  +  A,  =  Q,-^^^^^^     '    '   (327) 

Andererseits  ist  aber  nach  (321) 


E'—E^ 


Qi 


also  folsrt: 


n  —  (iyc'^  1/1  _£ 

Q2=  -Qi|/l-fJ (329) 

In  dieser  Gleichung  liegt  zunächst  eine  Bestätigung  von  (323). 
Denn  der  Übergang  von  d  nach  c  wäre  genau  dasselbe  wie  der 
Überga,ng  von  a  nach  &,  nur  bezogen  auf  ein  anderes  System  K'. 
Infolgedessen  muß  ^'  .  ^ 

sein.    Da  K'  für  den  Übergang  von  d  nach  c  aber  das  Ruhsystem 
wäre,  so  ergibt  sich  daraus  sogleich  wieder  die  Formel  (323). 

Wir  bleiben  hier  aber  bei  unserem  Kreisprozeß  und  dürfen 
für  ihn  j  dS  =  0  setzen,   da  der  Körper  in  den  Aufangszustand 

zurückkehrt.    Also  ist  nach  (322)  .Z;'^  =  0  und  im  vorliegenden 
Falle  %^  +  ^  =  0,   somit 

^1  -^2 


".)/; 


Damit  ist  bestätigt,  daß  die  Temperatur  eines  Körpers  bei 
adiabatisch-isopieistischer  Beschleunigung  bis  zur  Geschwindig- 
keit ^  auf  das  |1  —  q^ j c'^-la.ch.e  sinkt. 

16* 
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Es  sei  hier  nocli  ausdrücklicli  darauf  hingewiesen ,  daß  die 
Transformationsformel  (XXX)  im  Gegensatz  zu  (XXIX)  nur  für 
thermodynamische  Gleichgewichtszustände  gilt;  für  einen  Vorgang, 
der  davon  so  weit  abweicht  wie  ein  Strahlenbündel,  gilt  ein  ganz 
anderes  Gesetz  (v.  Mo  sengeil). 

d)  Das  dynamische  Potential  H.  Ein  zwar  abgeleiteter, 
aber  dennoch  sehr  wichtiger  thermodynamischer  BegrifE  ist  die 
freie  Energie,  welche  wir  für  einen  ruhenden  Körper  mit  F^  be- 
zeichnen wollen.     Bekanntlich  ist 

jro  =  _e;o  _  yo  so (330) 

Führt  man   als   unabhängige  Veränderliche  das  Volumen  F"  und 
die  Temperatur  T°  ein,  so  gilt: 

ÖK«         dV  dV'     dT"         dl"  ÖT*' 

Andererseits    ist    nach    der    thermodynamischen    Definition    der 
Entropie 

u  o     —  ^.j  , 

also 

(331) 


1 

—  7T0 

-P'} 

dl"' 

1 

dE* 

dT" 

Daraus  folgt  dann: 

ÖF»  " 

=  -lA 

ÖF" 

=  - 

-s« 

(332) 
Betrachten  wir  nun  für  einen  bewegten  Körper  die  Funktion: 


H=   ^"^    ^°"go,     ifo  =  — JO     .    .    .    .    (333) 

Ist  hier  P°  als  Funktion  von  F^  und  T°  gegeben ,  so  ist  H  als 
Funktion  von  q,  V,  T  bestimmt,  da  sich  aus  V,  T  und  <i  nach 
(31)  und  (XXX) 


berechnen  lassen.  Und  zwar  findet  man  nach  (333),  (332).  (330). 
(296)  und  (XXK),  da 


'i^'\      _  7  T70  /^^^      _  1 


(;iLl\   ^      ^       yo      ("J:l\ 
\  da  Jy         c*  —  g*        '       ^   dq  J 


Jia 


^q  Jv         c*  —  3*        '      ^  dq/T         c* — 9* 
ist,  durch  leichte  Umrechnung  die  folgenden  Differentialgleichungen: 
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^H^        _  y^^^:?  dIP/dV\  _  _dF^  _  .0  _  ^ 
\dT/q,v  ~"         c        dT"  Ut/,;  ~"        ^j.  —  »^    —  - 


cfc 


Endlich  ist 


]f^- 


(£o+i)OFö), 


C?x 


also  schließen  wir  nach  (XXV ULI d)  auf  die  Gleichungen; 


dg  _  fdH\         _ 
.dqJr,V     q 


dE^       _ 


@x  usw.    . (334) 


wo  die  Indices  die  konstant  zu  haltenden  Variablen  angeben. 
Der  Impulssatz  ^  =  -j—  ergibt  somit,  angewandt  auf  die  drei 
Koordinatenrichtungen : 

d  r/dH' 


dt 


(335) 


Dazu  kommen  noch: 
/dH 


(336) 


Formen  wir  schließlich  den  Ausdruck 

dH    .       dH   .       dB  .    ^dH       „ 

nach  (333),  (334),  (336),  (XXVHId),  (XXX)  und  (XXIX)  um,  so 
finden  wir  für  ihn  den  Wert: 

i(](^)^TS—H 
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also  ist  nact  (XX^Tnd): 

dH  dH         dn  dR 

Aus  dieser  Gleichung  bestimmt  sich  die  Energie  E,  sobald  man  die 
Funktion  Zf  kennt.    Wir  nennen  iT  das  dynamischePotential. 

e)  Isotherm-isochore  Dynamik.  Als  wir  in  §29  den 
Wert  (XXATHd)  für  ®  mit  konstanten  £^  j?;»,  V°  in  die  Impuls- 
gleichung ^  =  -TT-  einsetzten ,    erhielten   wir  die  Grundgleichung 

der  adiabatisch -isopieistischen  ?ilechanik.  Bestimmen  wir  hier 
nach  (333)  H  aus  der  freien  Energie  F^,  so  ergeben  die  Glei- 
chungen (335),  indem  man  auch  bei  der  Zeitdifferentiation  Fund  T 
konstant  hält,  die  Grundlagen  der  isotherm -isochoren  Dynamik. 
Während  dort  aber  die  Natur  des  Körpers  nicht  weiter  in  Betracht 
kam  und  \vir  z.  B.  für  die  transversale  und  longitudinale  Masse 
universelle  Funktionen  der  Geschwindigkeit  fanden,  ist  hier  die 
DjTiamik  wesentlich  durch  die  für  den  Körper  charakteristische 
freie  Energie  F'^  bedingt.  Denn ,  wie  schon  die  obige  Rechnung 
zeigte,  sind  F"  und  T"  und  damit  auch  JP"  bei  konstantem  T' 
und  T  Funktionen  der  Geschwindigkeit.  Bei  kleinen  Geschwindig- 
keiten macht  sich  diese  Abhängigkeit  allerdings  nur  in  Größen 
zweiter  Ordnung  geltend  [vgl.  (31)  und  (XXX)];  vernachlässigt 
man  daher  q^/c^  gegen  1,  so  fällt  die  isotherm-isochore  mit  der 
adiabatisch -isopieistischen  Dynamik  und  beide  —  da  unter  den 
jetzigen  Annahmen  des  allseitig. gleichen  Druckes  die  transversale 
Impulskomponente  fortfällt  —  mit  der  klassischen  Mechanik  zu- 
sammen. —  Außer  den  beiden  genannten  Arten  der  Dynamik 
kann  man  natürlich  auch  noch  andere,  z.  B.  eine  isotherm -iso- 
pieistische  aufstellen,  indem  man  bei  der  Zeitdifferentiation  in  (335) 
T  und  p  als  konstant  ansieht. 

f)  Das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung.  Das  Prinzip 
der  kleinsten  Wirkung  sagt  aus:  Unter  allen  denkbaren  Vor- 
gängen, welche  einen  beliebigen,  äußeren  Einflüssen  unterworfenen 
Körper  in  vorgegebener  Zeit  (von  t^  bis  U)  von  einem  vorgegebenen 
Anfangs-  in  einen  vorgegebenen  Endzustand  überführen,  ist  der 
wirkliche  Vorgang  dadurch  ausgezeichnet,  daß  für  ihn  das  Integral 

{{dn^Ajdt  =  0 (338) 
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ist.  Die  Variationen  8  bezeichnen  dabei  beliebige  Verschiebungen 
der  unabhängigen  Koordinaten  bei  konstanter  Zeit,  welche  natür- 
lich mit  entsprechenden  Veränderungen  der  zugehörigen  Geschwin- 
digkeiten verbunden  sind;  für  t^  uüd  ^2  sollen  die  Verschiebungen 
der  Koordinaten  verschwinden.  A  ist  der  Energiezuwachs,  welchen 
der  Körper  durch  diese  Verschiebungen  6  erfährt.  Als  Koor- 
dinaten gelten  hier  nicht  nur  die  Kartesischen  Koordinaten  x,  y,  z 
eines  (beliebig  gewählten)  Punktes  im  Körper,  sondern  auch  zwei 
thermodynamische  Variable,  darunter  das  Volumen  Y.  Unter  den 
Geschwindigkeiten  sind  ihre  Ableitungen  nach  der  Zeit  verstanden. 
Unabhängig  von  dieser  Bedeutung  bezeichnen  wir  die  Koor- 
lünaten  zunächst  mit  ^>■^,  cp2  usw.,  ihre  Ableitungen  mit  9?i,  gjg  ^^sw. 
Der  Energiezuwachs  A  ist  durch  einen  Ausdruck  von  der  Form 

A  =  «&iö>i-f  a'2Ö9)2  +  ---  =  2:05^ 

gegeben,  in  welchen  C&j,  ^g  ^^sw.  die  „generalisierten"  Kräfte  sind; 
im  Fall,  daß  (p  r=  x ,  wird  O  einfach  die  ar- Komponente  der 
Kraft  Ä.  Die  Funktion  H  wird  als  abhängig  von  den  Koor- 
dinaten und  ihren  Ableitungen  angesehen  [vgl.  (334)  und  (336)]; 
somit  ist 
.  ^         dB.  ^         ,    dB  s        ,  ,    dH  ^  .      ,   dH  .  .      . 

Das  Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  (338)  verlangt  nun: 

h 
Hier  sind  die  Variationen  8(pi,d(p2  usw.  unabhängig  von- 
einander; wären  nur  sie  vorhanden,  so  müßten  hier,  da  die 
Gleichung  (339)  für  alle  denkbaren  Variationen  erfüllt  sein  soll, 
die  Koeffizienten  von  d  (pi ,  Ö  cp,  usw.  einzeln  verschwinden.  Da 
aber  außerdem  noch  die  Variationen  ö  cp  der  Geschwindigkeiten 
auftreten,  und  diese  mit  den  Variationen  der  Koordinaten  durch 
die  Beziehung  .^,^         ^^^ 

^  dt  dt 

verknüpft  sind,  müssen  wir  die  von  ihnen  abhängigen  vSummanden 
zunächst  durch  partielle  Integration  umformen.  In  Rücksicht  auf 
das  Verschwinden  der  d  (p  für  ti  und  ^2  finden  wir  dabei; 
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«j  «2  h. 

Dies  eingesetzt,  ergibt: 

h 
woraus  für  jed«  der  Koordinaten  (p  eine  Differeutialgleiciiung  von 
der  Form  /j  //       //  //)  77^ 

f-|;(iH*  =  ° («"> 

folgt. 

Bei  Anwendung  dieser  Gleichung  sind  nun  freilich  unter  den 
Koordinaten  <p  zwei  Arten  zu  unterscheiden.  Das  kinetische 
Potential  H  hängt  nämlich  bei  einigen  von  ihnen  nur  von  cp 
selbst,  nicht  aber  von  9)  ab ;  das  gilt  z.  B.  vom  Volumen  V.  Da- 
gegen treten  gewisse  andere  Koordinaten  cp  in  H  nicht  selbst, 
sondern  nur  in  ihren  Ableitungen  g?  auf;  dazu  gehören  die  Koor- 
dinaten X,  y,  z.  Der  Anteil  der  genannten  Größen  an  dem  Energie- 
zuwachs A  ist 

Einigermaßen  zweifelhaft  erscheint,  zu  welcher  Art  man  die  zweite 
thermodyna,mische  Koordinate  zählen  soll.  Wir  haben  oben  die 
Temperatur  T  als  Zustandsvariable  gewählt,  und  man  könnte 
daran  denken,  sie  hier  wie  das  Volumen  Y  zu  behandeln.  Bedenkt 
man  aber,  in  welch  enger  Beziehung  nach  der  kinetischen  Wärme- 
theorie die  Temperatur  zur  Molekularbewegung  steht,  so  wird 
man  nach  dem  Vorgange  von  Helmholtz^)  sie  lieber  als  die  Ab- 

'"'""«  r  =  ^ (341) 

einer  Koordinate  a  betrachten,  welche  selbst  in  S  nicht  auftritt. 
Der  entsprechende  Anteil  an  dem  Energiezuwachs  A  ist  die  bei 
der  Verschiebung  ö  zugeführte  Wärme,  also: 

Wenn  dies  aber  für  alle  denkbaren  Vorgänge  gelten  soll,  so  muß 
auch  für  den  wirklichen  Vorgang 
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also  nach  (341) 


Der  vollständige  Ausdruck  für  Ä  lautet  somit 

dS 

dt 


A  =  ^Jx  +  ^ydy  -f  ^,dz-p6V  +  ^Ja, 


So  nehmen  die  Gleichungen  (340)  die  Form  an: 

<i  fdn\  _  ^  d  /^E\  _  «  ±{lE\  —  ^ 

dt\dqj  —  ^"        dtUqy)  —  ^»"        dtUqzJ  ~~  ^* 

dH  __  ±{dE\  dS^ 

dV  ~~^'      dAöTJ  ~~   dt  ' 

Bei  Integration  der  letzten  unter  ihnen  findet  man ,  da  man  die 
hier  bedeutungslose  Integrationskonstante  NuU  setzen  kann: 

Wir  finden  somit  als  Bedingungen  für  die  Gültigkeit 
des  Prinzips  der  kleinsten  Wirkung  die  Gleichungen 
(335)  und  (336)  wieder.  Es  läßt  sich  dies  Prinzip  in  die  Rela- 
tivitätstheorie übernehmen. 

Freilich  bleiben  diese  von  Helmholtz  herrührenden  Betrach- 
tungen bei  dieser  IJbertragung  zunächst  gänzlich  unverändert. 
Aber  der  Unterschied  gegen  die  alte  Theorie  zeigt  sich  sofort, 
wenn  man  H  als  Funktion  seiner  fünf  Variablen  qa;,  (\y,  q^,  V,  T 
hinschreibt.  Bei  Helmholtz  sind  die  therm odjTiamischen  und 
die  mechanischen  Grundsätze  doch  nur  ziemlich  äußerlich  in  diesem 
Prinzip  vereinigt;  denn  nach  der  alten  Theorie  ist  H=:  — J^^-f-  ^/g  mq^ 
die  Summe  aus  einem  nur  von  V  und  T  und  einem  nur  von  ic,  y,  z 
abhängigen  Summanden.  In  den  Gleichungen  (340)  verschvrindet 
stets  der  eine  von  ihnen  vollständig.  Erst  in  der  Eelativitäts- 
theorie,  in  welche  Planck  dieses  Prinzip  eingeführt  hat,  ist  diese 
Vereinigung  nach  (333)  eine  wirklich  enge,  insofern  in  den  mecha- 
nischen Gleichungen  F  und  T,  in  den  thermodynamischsn  aber  g 
eine  Rolle  spielt. 

Nach  (52)  und  (333)  istJTd^—fiOcZr.  Die  „Wirkungsgröße" 

\B.di  ■=\lL^dx  ist   somit   eine  Invariante   der  Lorentz- 

<i  ^1 

Transformation. 
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Unter  Voraussetzung  dieser  Invarianz  hat  Herglotz  ^)  in 
ITnikehrung  des  hier  eingeschlagenen  Gedankenganges  aus  dem 
Prinzip  der  kleinsten  Wirkung  Grundgleichungen  für  die  Dynamik 
abgeleitet,  welche  mit  den  unserigen  völlig  identisch  sind.  Er 
braucht  dazu  ganz  wie  in  der  klassischen  Theorie  die  Deforma- 
tionen des  Körpers  als  voneinander  unabhängige  Zustandsfunk- 
tionen.  Weil  wir  hier  nicht  auf  die  nicht  ganz  einfache  Frage 
nach  der  relativitätstheoretischen  Definition  der  Deformation  ein- 
gehen wollen,  müssen  wir  uns  mit  dem  Hinweis  auf  seine  Arbeit 
begnügen.  Für  den  einfacheren  Fall,  daß  nur  die  Volumenver- 
änderung physikalisch  wirksam  ist  —  dies  trifft  bei  den  Flüssig- 
keiten zu  —  hat  auch  Lamla^)  denselben  Weg  beschritten. 

Nur  angedeutet  soll  werden,  daß  die  Invarianz  der  Wirkungs- 
größe eine  bedeutende  Rolle  in  den  neuesten  statistischen  Theorien 
spielt  [Planck,  Sommerfeld*)].  Sie  ermöglicht  es  nämlich,  die 
Konstante  h  des  SpektraJgesetzes  der  Hohlraumstrahluug,  weiche 
als  Konstante  eines  Naturgesetzes  selbstverständlich  für  alle 
Systeme  den  gleichen  Wert  hat,  dem  Werte  der  Wirkungsgröße 
für  manche  Molekularvorgänge  gleichzusetzen  (multipliziert  mit 
dem  Faktor  2n).  So  wird  h/27C  zum  „elementaren  Wirkungs- 
quantum". Ein  näheres  Eingehen  darauf  würde  aber  den  Rahmen 
dieses  Buches  weit  überschreiten. 

Man  sieht  an  den  Entwickelungen  dieses  Paragraphen ,  be- 
sonders an  der  Gleichung  (333)  in  Verbindung  mit  (338),  daß 
der  Einfluß  der  Bewegung  der  Körper  auf  die  thermodynamischen 
Vorgänge  nur  von  der  zweiten  Ordnung  ist,  er  liegt  damit  weit 
unter  der  Grenze  der  erreichbaren  Meßgenauigkeit.  Entfällt  daher 
einerseits  jede  Möglichkeit  zu  einer  theiTnodynamischen  Prüfung 
der  Relativitätstheorie,  so  steht  doch  andererseits  die  empirische 
Gültigkeit  der  klassischen  Thermodynamik  nicht  im  Widerspruch 
zu  ihr. 

§  34.   Die  Dynamik  der  Holilraumstrahlung. 

Die  Anwendbarkeit  der  im  letzten  Paragi'aphen  abgeleiteten 
Formeln  scheitert  an  der  für  die  Körper  meist  recht  unvollßtän- 
digen  Kenntnis  der  freien  Energie  F°.  Um  so  interessanter  ist 
es,  daß  es  ein  nicht-materielles  physikalisches  System  gibt,  welches, 
wenn  auch  noch  nicht  verwirklicht,  so  doch  zweifellos  natur- 
gesetzlich möglich   ist,   und  dessen  Verhalten  wir  mit   aller  Voll- 
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ständigkeit  und  Sti'enge  angeben  können.  Es  ist  dies  die  Hohl- 
raumstralilung,  wie  sie  sich  nacli  dem  Kirchlioff  sehen  Gesetz 
mit  der  Zeit  in  jedem  von  gleichmäßig  temperierten  Wänden 
umschlossenen  Hohlraum  einstellt,  die  sich  aber  auch,  wenn  sie 
sich  einmal  eingestellt  hat,  in  einem  von  vollkommen  spiegelnden 
Wänden  umgebenen  Räume  erhält.  In  einer  solchen  Hülle  wollen 
wir  sie  jetzt  betrachten,  wobei  wir  als  Bezugssystem  zuoäclist 
dasjenige  System  K°  wählen,  in  welchem  die  Wände  ruhen.  Doch 
lassen  wir  vorläufig  den  Index  0  fort. 

a)  Die  Hohlraumstrahlung  in  der  Euhe.  Die  Besonder- 
heit der  Hohlraumstrahlung  unter  allen  elektromagnetischen  Vor- 
gängen besteht  darin,  daß  es  bei  ihr  weder  ausgezeichnete  Punkte 
noch  Eichtungen  gibt.  Dies  ist  natürlich  nicht  möglich,  solange 
wir  die  momentanen  Zustände  betrachten;  denn  dann  spielen  wie 
bei  jedem  elektromagnetischen  Vorgang  die  Richtungen  der  beiden 
Feldstärken  eine  besondere  Eolle.  Wohl  aber  gilt  es  für  die 
Mittelwerte  aller  Größen,  wenn  wir  diese  über  Zeiten  bilden,  welche 
gegen  die  Schwingungsperiode  sehr  groß  sind.  Es  findet  z.  B. 
im  Mittel  keine  Energieströmung  statt,  denn  anderenfalls  wäre 
ja  deren  Richtung  ausgezeichnet.  Dasselbe  gilt  von  den  Mittel- 
werten der  Maxwellschen  Spannungen,  auch  diese  dürfen  keine 
Richtungen  besonders  hervorheben ,  v/as  nur  dann  der  Fall  ist, 
wenn  im  Mittel 

Pyz    =  pz:c    '-=  pxy  =   Oi       pxx  =  Pyij  =  pzz    =  i^   •      •     (3i2) 

ist,  d.  h.  wenn  ein  allseitig  gleicher  Druck  p  herrscht. 

Dessen  Größe  läßt  sich  nun  leicht  angeben.  Wie  aus  (X) 
hervorgeht,  gilt  für  die  Momentraiwerte  die  Gleichung: 

Pxx  ~r  Pyy    i~  pzz  ^-—    'Lj 

bei  der  Mittelwertbildung  muß  diese  bestehen  bleiben.  Mit  Rück- 
sicht auf  (342)  muß  dcher  für  den  Mittelwert  p  gelten: 

P  =  IW (343) 

Man  kann  diesen  Druck  übrigens  auch  als  Ergebnis  des  Strah- 
lungsdruokes  aller  die  Wand  treffenden  Strahlenbündel  auffassen 
und  berechnen. 

Die  Hohlraumstrahlung  besitzt  wie  alle  Wärmestrahlung 
auch   Entropie   und   Temperatur;     da    sie   einen   Gleichgewichts- 
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zustand  darstellt,  berechnet  sich  die  erstere,  wie  hei  einem  im 
Gleichgewichte  befindlichen  Körper,  nach  der  Differentialgleichung: 

AVir  wollen  aus  dieser  mit  Hilfe  von  (343)  S  und  E  als  Funk- 
tionen der  Temperatur  und  des  Volumens  bestimmen.  Wegen  der 
Gleichwertigkeit  aller  Punkte   sind   beide  Größen   einfach   zu    V 

E 
proportional,  so  daß  die  Energiedichte  W  =  -^^  eine  Funktion  der 

Temperatur  allein  ist.     Schreiben  wir  die  letzte  Gleichung  in  der 
dS  =  Y(^'-^dT+(W  +  p)dV) 


=  Y{^^dT+IWdV). 


(344) 


so  sieht  man,  daß 

^  — Z^        dS  _  4.    W 
dT  ^  T    dT  '      dV  ~~  3    T 

ifit.   Berechnet  man  aus  jeder  dieser  Beziehungen  ßtn)f>  ^°  findet 

man: 

d^S    _   1_  dW_  _    4    /dW  _  W_\ 
dVdT  ~  T    dT  ~~  3T\dT         1 )' 
also  ^  _  A  -^ 

dT   ^       T  ' 
Dies  ist  eine  Differentialgleichung  zur  Bestimmung  der  Funktion  W 
von  T.     Aus  ihrer  Integration  folgt: 

W~aTS      E  =  aT*V    ......  (345) 

wobei  a  die  Integrationskonstante  bedeutet;  und  setzt  man  diesen 
Wert  in  (344)  ein,   so  findet  man  durch  abermalige  Integration: 

S=  f  aT^F (346) 

Die  additive  Integrationskonstante  haben  wir  hierbei  fortgelassen, 
weil  nach  (345)  mit  der  absoluten  Temperatur  auch  die  Energie, 
d.  h.  die  Strahlung  überhaupt,  verschvdndet.    Die  freie  Energie  ist 

F  =  E—TS=  —laT^V (347) 

Gleichung  (345)  spricht  das  Stef an-Boltzmannsche  Gesetz 
aus.     Die  Konstante  a  ist  nach  Valentin  er 

7,148  .  10-^5  j-g  cm-i  sec-2  grad^"]. 
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b)  Die  Hohlraumstrahlung  in  gleichförmiger  Be- 
wegung. Nun  betrachten  wir  die  Hohlraumstrahlung  in  gleich- 
förmiger Bewegung,  legen  also  unseren  Erörterungen  ein  anderes 
berechtigtes  System  zugrunde  und  zeichnen  die  bisherigen,  auf 
das  mitbewegt«  System  K^  bezogenen  Größen  F,  T,  S  usw.  durch 
den  Index  0  aus.  Dabei  bleiben  zwar  nicht  mehr  alle  Richtungen, 
wohl  aber  noch  alle  Punkte  gleichwertig,  da  ja  die  Koordinaten 
selbst  in  die  Transformationsformeln  für  die  physikalischen  Größen 
nicht  eingehen.  Die  mittlere  Energie  der  Strahlung  macht  also 
in  diesem  Falle,  obwohl  sie  elektromagnetische  Energie  ist,  die 
Bewegung  mit,  so  daß  wir  alle  Betrachtungen  der  §  26  bis  33  auf 
aie  anwenden  können. 

Aus  (333)  und  (347)  folgt  für  das  dynamische  Potential  [vgl. 
auch  (31)  und  (XXX)]: 


E 


2"o^  yo 


T*r 


—     3     ic"—qr' 

also  nach  (334),  (336)  txnd  (337): 

/dE\       __  a^       T* 
VdFA,2~    3    (c"  — 2")' 

dH\        _  4ac^      TV 

dT)q,v~~      3 


(348) 


«  =  (! 


^  =  2^  +  ^öT 


^  —     3     (c— 27^ 


T*7 


®. 


_/^x    _4«c:    q^^^, 

\dqx/7,T  3      (c^  — ä"; 


oder  vektoriell  geschrieben: 
4ac*         q 


© 


T*V. 


(349) 


3      {c'  —  qY 

Durch    diese   Gleichungen   ist    die    quasistatiouäre   Dynamik   der 
Hohlraumstrahlung  vollkommen  bestimmt. 

c)  Isotherm-isochore  Dynamik.  Wir  wollen  als  Beispiel 
dafür  die  isotherm-isochore  Beschleunigung  untersuchen.  Der 
Impuls  ist  hier  wie  in  (278  c)  als  Funktion  der  Geschwindigkeit 
von  der  Form  C{f(q,^).  Daher  können  wir  die  Formel  (281)  für 
die  longitudinale  und  transversale  Masse  anwenden: 


—     254     — 

^"^   —     dq      —        3        -^      ^  {C^  —  l/)* 


q  ~  3  {c^—iY 
Die  Abhängigkeit  beider  Massen  von  der  Gescbwindigkeit  ist  somit 
eine  ganz  andere  wie  bei  der  adiabatisch -isopieistischen  Dynamik 
(282).  Nur  im  Grenzfalle  q  =  0  verschwindet  der  Unterschied 
zmschen  beiden  Arten  der  Beschleunigung,  denn  dann  ist  nach 
(343)  und  (345)  in  Übereinstimmung  mit  (303)  die  Ruhmasse 

m  =  |jTo*F''  =  ^(^o_|_^;0  7o). 

Ferner  ist  nach  (349) 

■  fdS\         IG  a  c*  rj^^  y     (qq) 

\dtJT,T~~       3  ^  {e^  —  q-^f^ 

vergrößert    die    Beschleunigung    die    Geschwindigkeit,    ist    also 
(qq)  ^  0,   so   ist  auch  -tt^O>  und  es  muß   eine  Wärmemenge 
zugeleitet  werden,  die  pro  Zeiteinheit  den  Betrag 
dS\         _l(iac',^     (qq) 


\dt  /T,  V 


TiV: 


3       -        (c^-äT 

hat.  Um  die  Tendenz  zur  Temperatureruiedrigung  und 
Volumenverringerung  zu  überwinden,  die  nach  §  33  mit 
der  Geschwiudigkeitsvergrößerung  verbunden  ist,  muß 
bei  der  isotherm-isochoren  Beschleunigung  Wärme  zu- 
geführt werden.  Die  gesamte  bei  einer  Beschleunigung  von 
der  Buhe  bis  zur  Geschwindigkeit  q  notwendige  Wärme  ist: 

Q  =  {Edt  =  Tis,  —  So)  =  ^T^V  t^J^p. 
J  ^  (c*  —  g") 

Der  Druck  steigt  mit  der  Geschwindigkeit,  da 

{dp_\        4ac"  (qq) 

\dtJT,v  3  {c'  —  ff 

im  Vorzeichen  mit  (q  q)  übereinstimmt. 

Ebenso  leicht  kann  man  nach  (349)  die  adiabatisch-isochore 
und  die  isotherm-isopieistische  Dynamik  aufstellen.  Man  hat  nur 
q,  S,  V  bzw.  q,  T,  p  als  unabhängige  Variable  einzuführen. 
Qualitativ  lassen  sich  diese  Ergebnisse  auf  beliebige  Körper  über- 
tragen. 
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d)  Historische  Bemerkungen.  Die  Gleichungen  (349) 
enthalten  in  gewisser  Beziehung  auch  eine  Kontrolle  unserer  Be- 
trachtungen. Die  in  ihnen  enthaltene  Dynamik  der  Hohlraum- 
. Strahlung  läßt  sich  nämlich,  wie  der  zu  früh  verstorbene  K.  von 
Mosengeil  in  seiner  Dissertation  gezeigt  hat,  aus  der  Elektro- 
dynamik des  Vakuums  auch  ohne  explizite  Benutzung  des  Rela- 
tivitätsprinzips ableiten.  Diese  Arbeit  spielt  deswegen  eine  Rolle 
in  der  Geschichte  der  Wissenschaft,  weil  Planck  zur  Begründung 
der  hier  vorgetragenen  Dynamik  der  bewegten  Körper  einen 
dynamisch  völlig  bekannten  Probekörper  brauchte;  er  konnte  auf 
Grund  der  Mosengeil  sehen  Dissertation  dazu  die  Hohlraum- 
strahlung benutzen. 

§  35.    Hydrodynamik. 

a)  Einleitende  Bemerkungen.  In  den  §§  26  bis  33 
haben  wir  alle  dynamischen  und  Miermodynamischen  Grundlagen 
für  die  Elastizitätstheorie  vollständig  kennen  gelernt.  Wir 
brauchten  nur  noch  zu  untersuchen,  wie  in  der  Relativitätstheorie 
die  Deformation  eines  Massenteilchens  zu  definieren  und  zu  trans- 
formieren ist  und  welcher  Zusammenhang  zwischen  ihr  und  den 
Spannungen  besteht.  Dies  Problem  ist  von  Herglotz  i)  voll- 
ständig gelöst  worden. 

In  §  33  und  34  haben  wir  nun  die  Unterschiede  kennen 
gelernt,  welche  die  Dynamik  je  nach  ihren  Nebenbedingungen  zeigt. 
So  wird  sich  auch  hier  die  adiabatische  Dynamik,  bei  welcher  die 
Veränderungen  so  schnell  vor  sich  gehen ,  daß  die  Wärmeleitung 
die  auftretenden  Teraperaturdifferenzen  nicht  mehr  ausgleicht, 
wesentlich  unterscheiden  von  der  isothermen  Dynamik ,  welche 
für  alle  statischen  Fälle  und  sehr  langsame  Veränderungen  gilt. 
Freilich  kennt  schon  die  klassische  Elastizitätstheorie  diesen 
Unterschied.  Die  Zustandsgieichung  der  Körper  bedingt  es,  daß 
der  Zusammenhang  zwischen  Deformation  und  Spannung  im 
adiabatischen  Fall  ein  anderer  ist  als  im  isothenr.en.  Die  Elasti- 
zitätskoeffizienten haben  in  beiden  Fällen  verschiedene  Werte, 
wie  ja  der  historische  Unterschied  zwischen  dem  wahren  Werte 
der  Schallgeschwindigkeit  und  dem  von  Newton  berechneten  zeigt. 
In  der  Relativitätstheorie  ist  die  Durchführung  des  isothermen 
Falles  aber  noch  insofern  erschwert,  als  nach  d§m  Satz  von  der 
Trägheit  der  Energie  (XXV)  der  Wärmestrom  einen  Impuls  besitzt, 
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welclier  in  der  Impulsgleichung  mit  berücksiclitigt  werden  muß; 
FO  geht  in  diese  das  Wärmeleitvermögen  ein.  Nur  für  statische 
Probleme  fällt  diese  Komplikation  fort. 

Wir  beschränken  uns  der  Einfachheit  halber  im  folgenden 
auf  den  adiabatischen  Fall  und  auf  Körper,  bei  welchen  wir  als 
einzig  möglichen  Spannungszustand  einen  allseitig  gleichen  Druck 
zu  berücksichtigen  haben.  Dies  trifft  zu  für  reibungsfreie  flüssige 
und  gasförmige  Körper;  diese  setzen  einer  Formveränderung  bei 
konstantem  Volumen  keinen  Widerstand  entgegen  und  sprechen 
nur  auf  Volumenveränderung  mit  einer  Druckveränderung  an. 
Dieser  Teü  der  Elastizitätslehre  ist,  abgesehen  von  der  Herglotz- 
schen  Arbeit,  gleichzeitig  in  der  Dissertation  von  Lamla2_)  behandelt 
worden. 

b)  Die  Kontinuitätsgleichung.  Eine  gewisse  Schwierig- 
keit liegt  in  der  Frage,  durch  welche  Konstante  man  ein  bestimmtes 
Fiüssigkeitsteilchen  charakterisieren  solL  In  der  klass-ischen 
Theorie  dient  dazu  seine  Masse.  Von  einer  Euhmasse  können  wir 
nach  §  29,  a)  in  diesem  Falle  zwar  reden  (was  im  allgemeinen 
nicht  möglich  ist),  aber  auch  diese  ist  bei  Energiezufuhr  und 
Druckschwankungen  nach  Gleichung  (303)  veränderhch.  Erst 
wenn  wir  sie  auf  einen  betimmten  inneren  Zustand  beziehen,  wird 
sie  eine  Konstante.  Nun  hängt  in  unserem  Falle  der  innere  Zu- 
stand nur  von  einer  Variablen  ab,  etwa  dem  Druck;  denn  die 
Entropie  jedes  Teilchens  soll  ja  nach  Voraussetzung  erhalten 
bleiben.  Bestimmen  wir  den  Normalzustand  durch  den  Normal- 
druck p„,  so  können  wir  die  Normalruhmasse 

6  »In  =  ^2 (350) 

als  die  gesuchte  Konstante  für  ein  unendlich  kleines  Teilchen  (des- 
halb das  ö)  betrachten.  Im  Anschluß  hieran  definieren  wir  die  Dichte 

als  den  Quotienten  aus  der  Normalruhmasse  und  dem  Volumen 
ÖV,  letzteres  bezogen  auf  ein  beliebiges  System  K.  Legt  man 
hingegen  das  Ruhsystem  jK°  zugrunde,  so  gelangt  man  zur  Kuh- 
dichte  , ; 

7  0  <fmn  (fwn   yC'  —  q^  7.  Kc  —  g"  ^.roN 

d  V  oy  c  c 
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Diese  ist  stets  eine  Funktion  des  Druckes  p  allein.  Die  Konstanz 
der  Normalruhmasse  führt  unmittelbar  zu  der  Gleichung  (vgl.  Q 

rv  ^t       =^  =  Ic  +  divm)  =  0  .    .    .  (353) 

Wir  bezeichnen  sie  nach  ihrem  Analogon  in  der  klassischen 
Hydrodynamik  und  in  der  Elektrodynamik  [vgl.  §  5,  Gleich.  (23)] 
als  Kontinuitätsgleichung. 

Nach  (351)  ist  die  Dichte  Tc  analog  zur  elektrischen  Dichte 
dor  Quotient  aus  einer  Invariante  der  Lorentz-Transformation 
und  einem  materiellen  Volumenelement.  Dr.her  kann  man  analog 
Eum  elektrischen  Viererstrom  P  [vgl.  (135)]  hier  einen  Vektor 
M  ■==■-  k^  Y  mit  den  Komponenten 

Jf,  =  ^-i5f,     My  =  '^,     M.  =  ^^,    Mi  =  a.    .(354) 

als  Viererstrom  definieren.  Die  Kontinuitätsgleichung  lautet 
analog  zu  (141a)  [vgl.  (116)]: 

Div  M  =  l^  Div  Y  +  ( r,  rqaö  l^)  =  0  .    .     (354  a) 

c)  Die  Impulsgleichung.  Um  die  Lagrangeschen  Grund- 
gleichungen der  Hydrodynamik  in  die  Relativitätstheorie  zu  über- 
tragen, knüpfen  wir  an  die  Gleichung  (299)  an.  Sie  vereinfacht 
sich  sogleich  dadurch,  daß  der  Tensor  t  hier  die  Komponenten 

txx    tyy    tzz     jP)         tyz     tzx     txy    v 

hat,  somit  nach  v"  , ,  . 

btü^  =  gradp 

ist,  zu; 

^-]- gradp  =  g 

(wir  unterdrücken  hier  den  Index  nm  an   der  nichtmechanischen 

Kraft  ^).     Ersetzen  wir   nun  g   nach   Q   durch -rpr? — ^/~~ »    ^^ 

nach  (31)  durch  dV<^^^^^  und   q8V  nach    (XXVIHd)   durch 

Q — ' -■  SO  finden  wir: 


Hier  sind  nun  die  Energie  8E°  =  W^ÖV^,  die  Euhdichte  Jc^, 
sowie  das  Ruhvolumen  ö  F°  als  Funktionen  der  Zustandsvariablen 

Laue,  Belativitätsprinzip.     4.  Aufl.  -ly 
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zu  bestimmen.  Dazu  dient  die  Forderung,  daß  die  Entropie  ÖS 
des  Teilchens  erhalten  bleiben  soll.  Da  sie  nach  XXIX  eine  In- 
variante der  Transformation  ist,  so  ist: 

Setzt  man  diesen  Ausdruck  gleich  Null,  so  folgt: 
Dabei  ist 


P 

I   A;» 


(355) 


die  für  die  adiabatische  Kompressibilität  charakteristische  Zu- 
standsfunktion  der  Flüssigkeit.     Durch  Integration  folgt  weiter: 

öJEo-f-pöF»  =  öninP  +  const; 

die  Konstante  bestimmt  sich,  indem  man  diese  Gleichung  auf 
den  Normalzustand  anwendet,  aus  dem  Verschwinden  von  P  im 
Normalzustand  und  nach  (350)  zu  c^ö?»«.  Also  ist  in  einem 
beliebigen  Zustand: 

^{ÖE'^  ^  :p5V')  =  8mn{l-\-~)  •    •    •    .  (356) 

Da  ferner  nach  der  Definition  von  P 

l    dp         dP  ,        1  ,  ,-o 

■p  ät  ~  ö^  ^^^•'     ^^^°  jjffralp  =  gradP 

ist,  so  lautet  die  Grundgleichung  in  der  Lagrangesclien 
Form: 


utXY^^zr^^v^  cO) 


die    auf   die   Einheit   der  Normalruhmasse   bezogene  nichtmecha- 

nische  Kraft,  ( 1  -) — j)  der  auf  dieselbe  Einheit  bezogene 

Impuls  ist. 

d)  Die  Energiegleichung.     Die  Form  der  Grundgleichung 
(357)  legt  nahe,  sie  zu  einer  Gleichung  zwischen  Vierervektoren 
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auszugestalten.  DaP  als  Funktion  von  p  ebenso  wie  jj  selbst  [nach 
(296)]  ein  Skalar  gegenüber  der  Lorentz -Transformation  ist,  so 

kommt  man  dabei  durch  Einführung  der  Eigenzeit  dt  =  dt — 

nach  (52),  der  Vierergeschwindigkeit  Y  nach  (83)  und  der  Min- 
kowskischen  Kraft  K  nach  (273)  zu  der  Formel: 

d 
dl 

welche  lebhaft  an  Gleichung  (XXVI)  erinnert.  Diese  muß  für 
alle  Komponenten  der  auftretenden  Vierer vektoren  gelten,  weil 
sie  nach  (357)  für  die  räumlichen  Komponenten  in  jedem  belie- 
bigen Bezugssystem  richtig  ist.  In  Anwendung  auf  die  zeitartigen 
Komponenten  muß  sie  aber  das  Energiejjriuzip  enthalten.   Da  nun 

ist,  so  schließen  wir: 


^(Äm„(i  +  ^)r}  +  ''-prs.«äi,  =  jr.  .  .(359) 


Ä{y^(^  +  l)}  =  '-^^^«r:  +  (^<5). 

daraus  nach  (356)  und  (31)  weiter: 

und  schließlich,  da  nach  (tt)  und  (297) 

dp  dp    ,    ,  ,     .      c{<SE'A-V'^y')  AT-   I       A-rr 

df  =  öF  +  (^'  3'^"^^^^         y^rp        =  8E^pöV, 
ist: 

—■^  -l'^f+Cq,  ^.-dVgraäv)    .    .•  .  (360) 

Die  Energie  des  Teilchens  wächst  also  einmal  infolge  der  Kom- 
pressionsarbeit, sodann  aber  infolge  der  Leistung  der  Kraft  ^ 
und  der  von  dem  Druckgefälle  herrührenden  Kraft  ( —  ö  V grad  p). 
Die  Arbeit  der  relativen  Spannungen  j  (qt„)(:Z(?,  welche  in  (301) 
auftritt,  ist  hier  in  den  beiden  Gliedern  mit  p  enthalten. 

e)  Die  V/ebersche  Form  der  Grundgleichungen.     Die 

Zeitdifferentiation  —  in  (357)  bedeutet,  daß  die  Veränderung  des 

Impulsvektors   für  ein  bestimmtes  Flüssigkeitsteilchen   beiechnet 

17* 
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werden  soll.  Unterscheiden  wir  die  Teilchen  voneinander,  indem 
wir  jedem  drei  Parameter  ^ ,  ij ,  ^  zuschreiben ,  so  ist  diese  Diffe- 
rentiation bei  konstantem  ^,  7j,  ^  auszuführen.  Wir  wollen  im 
folgenden  ^,  r],  t  stets  als  die  Koordinaten  des  Teilchens  für  eine 
beliebig  gewählte  Anfangszeit  (q  *)  betrachten ;  an  sich  wäre  es 
möglich,  beliebige  Funktionell  dieser  Anfangskoordinaten  an  deren 
Stelle  zu  setzen.  Das  hydrodynamische  Problem  besteht  nun 
darin,  die  Koordinaten  x,  y,  z  als  Funktionen  von  |,  rj,  ^  und  t 
zu  bestimmen,  desgleichen  auch  den  Druck  p  und  die  Zustands- 
funktion  P. 

Die  Determinante  D  aus  den  bei  konstantem  l  zu  bildenden 
Diffei'entialq^uotienten  -rz^  -j-,  -^z  usw.  hat  nach  dem  bekannten 
Satze 

^^^dxdydz  =  I)\y^d^dndi, 

der  Integralrechnung  (die  Integrale  erstrecken  sich  über  unendlich 
kleine,  einander  entsprechende  Gebiete)  die  Bedeutung  des  Quo- 
tienten aus  dem  Volumen  ÖV  zur  Zeit  t  und  dem  Anfangsvolumen. 
Die   Kontinuitätsgleichung   (353)   kann   man   infolgedessen   auch 

schreiben: 

dQcD) 


dt 


=  0. 


Die  bei  konstantem  1,1?,?  gebildeten  Diflerentialquotienten 
-TT- j  -TT  j  -TT  sind  die  Komponenten  der  Geschwindigkeit  q.  Wird 
t  =  Iq,  so  wird  wegen  x  =  ^,  y  =  r„  z  =  ^ 

^  -—  -I      dy^ d^ dz  djc  dx dy  . 

di:  ~    '   d(;~ dTi~'di~  1^  ~  Ihi^di  ~~ 
Nach  (357)  ist 

d^ 

dt 


V'  dt)  "^         "c        d^.  —  ^' 

ä  (     dy\  yc'-q-dP  _ 
dtV  dt)  "^  ~c         ä^  ~  '^ 

d  f^^dz\    ,  yc'  —  q^  dP 


dtV  dt)'^         c       Tz  —  ^'' 


*)  Die  Anfangszeit  t^   ist   nicht   zu   vei-wechseln   mit   der  Zeit  t* 
für  das  Euhesyttem  K". 
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wo  zur  Abkürzung  p 

gesetzt  ist.    Um  die  hier  auftretenden  Differentialquotienten  nach 
X,  y,  z  durch  solche  nach  |,  »;,  t,  zu  ersetzen,  multiplizieren  -wir 

diese  Gleichungen  der  Eeihe  nach  mit  --g ,   -tt-,    -j^  und  addieren 

sie;  da  ö»PdÄ,öP^,dPr?£_dP 

dx  d^'^dy  di'^  ds  di  ~  dl' 
erhalten  wir  auf  diesem  Wege: 

d  /     dx\     dx   .     d  /     dy\     dy  _^  d  f     äz\     dz 
Tt  \'^  JtJ'dl^  TtV  'dt/'di   '  TtV'  'dt)  '  dl 

_,    yp*  —  rf  dP r     dx    .    .    dy    .     .dz 

"^        c        'U  —  ^'  di  ^  ^y  dl  '^  ^'  dl' 

Addieren  wir  hierzu  die  Identität: 

/dx    d^x    ,   dy      d^y     ,    dz    d^z  \ 

^  \di  dl  dt   '  Jt  '  Jfdt    '    Jt  dl  dt) 

~~  2  dl  Lvdiy'   "T-Vd^y  'T'Xdt)  j~~  2     dl    * 
so  folgt  weiter  in  B-ücksicht  auf  die  Definition  (361)  von  '/.: 

d   ["_  fax  dx   ,    dy  dy   ,    dz  dz" 
Tt 

=  f-3f+f'3f  +  f'3| (ä«2) 

In  der  klassischen  Hydrodynamik  spielt  der  Fall  die  Haupt- 
rjlle,  daß  die  (dort  auf  die  Masseneinheit  bezogene)  Kraft  [  von 
Gravitationswirkungen  herrührt,  somit  ein  Potential  besitzt.  Ob 
man  in  der  Relativitätstheorie  eine  Gravitationskraft  f  als  Poten- 
tialvektor darstellen  kann  ,  und  ob  es  überhaupt  Kräfte  gibt ,  bei 
welchen  dies  möglich  ist,  lassen  wir  dahingestellt.  Wir  setzen 
jedenfalls  hier: 

,  j  ,  .   dx    .    r   dy    ,    .   dz  dm 

\=-gradcp,      also      |,_  +  f,  _  +  f,  _  =  _  _. 

Ist   dies  nicht  zulässig,  so  bleibt  das  Folgende  doch  für  Flüssig- 
keitsbewegungen ohne  äußere  Kräfte  (f  =  0)  richtig. 
Führen  wir  dann  noch  die  Funktion 

t 


[/dx  dx   .    dy  dy   .    dz  dz\~\    .     d    ^    ,  ,         „  -, 
"^  \ltdi+Titi+Tt  di)\-^di  ^-i<^'-'i'>^ 
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ein  (die  Integration  ist  bei  konstantem  ^ ,  t} ,  ^   auszuführen),   so 
folgt  aus  (362): 

d  r    /      dx    ,        dy    .        dz\l  d^  x 

dt  rV^-  dl  +  1^51  +  ^^diyj  =  -  dUV 

und  daraus  sowie   den  analogen  Gleichungen  für  iq  und  ^  durch 
Integration  nach  t  unter  Berücksichtigung  der  angegebenen  Werte 

von  -TT  usw.  zur  Zeit  tn'. 

/      dx    .         dy    .        dz\  dx 

**  v^-dF  +  ''"dl  +  ^^ d?;  =  ''o^'o-  -  dl 

f     dx    ,        d</    ,        dz\  dy  fr,c'i\ 

""  (^-d^  +  'l^  d^  +  ^'d-^)  =  '^»^ov  -  rff  I   •    •  (363) 

/     dx   ,        dy    -.        dz\  dx 

''('l-dC+^^dt  +  ''^dc)  =  '''»^^  -dl\ 
f)  Die  Helmholtzschen  Wirbelsätzo,  Aus  diesen  Weber- 
schen  Grundgleichungen  lassen  sich  leicht  die  Helmholtzschen 
Wirbelsätze  ableiten,  und  zwar  auf  demselben  Wege,  wie  in  der 
älteren  Theorie,  so  daß  wir  uns  aufs  engste  an  die  vonH.  Weber^) 
selbst  gegebene  Darstellung  anschließen  können. 

Multiplizieren  wir  diese  Gleichungen  der  Reihe  nach  mit  af|, 
(Zj^j  ä^i  so  folgt  bei  Addition,  da  bei  konstanter  Zeit 

ä^d^  +  ^dri  +  ^^dt  =  dx    usw. 
ist, 
yi{(\xdx-\-(\ydy-\-q,dz)  =  y.o(%xd^  +  q^yärj  -\-  q^dt,)  —  dl, 

°^®^*  xq^ds  =  y-oq^ds^  —  dx; 

ds  ist  das  Linienelement  mit  den  Projektionen  dx,dy,dg,  ds^  hat 

die  Projektionen  d|,  dy],  dt,. 

Integrieren  wir  hier  über  alle  FlüssigkeitsteUchen ,  welche 
in  einer  geschlossenen  Linie  liegen  —  tun  sie  dies  anfangs,  so 
tun  sie  es  wegen  der  stillschweigend  vorausgesetzten  Stetigkeit 
der  Bewegung  st«ts   —  ,bo  finden  wir: 

|i<q,d8=  Waq^dSf^ (364) 

c  6 

Das  Integral  mit  d%  verschwindet  wegen   der  Eindeutigkeit  der 
Funktion  %.     Nach  dem  Stokes sehen  Satz  folgt  daraus: 

Jj-ofa(xq)dö  =  J  rof^(xoqo)  ti!ö,      ....   (365) 
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das  Integral  Knks  erstreckt  über  irgend  eine  von  den  genannten 
Teilchen  berandete  materielle  Fläche  6,  und  das  Integral  rechts 
erstreckt  über  die  gleiche  materielle  Fläche ,  nur  mit  dem  Unter- 
schiede, daß  das  erste  Integral  sich  auf  die  Zeit  t,  das  zweite  auf 
fo' bezieht.  Nennt  man  ein  solches  Integral  das  Wirbelmoment 
der  Fläche,  so  enthält  (365)  den  wichtigen  Satz:  Das  Wirbel- 
moment einer  beliebigen,  aus  Flüssigkeitsteilchen 
gebildeten  Fläche  bleibt  im  Verlaufe  der  Bewegung  un- 
geändert. 

Als  Wirbellinie  wird  man  analog  zur  älteren  Tlieorie  eine 
materielle  Linie  bezeichnen,  deren  Element  ds  in  Jedem  Punkte 
die  Richtung  von  rot  (x  q)  hat.  Ist  das  materielle  Flächenelement 
dö  z\iT  Zeit  ^0  aus  Wirbellinien  gebildet,  so  ist  ro^n (xoqo)  =  0. 
Gleichung  (365)  zeigt,  daß  dann  auch  für  eine  beliebige  spätere 
Zeit  rotn(y-C\)  =  0  ist,  daß  es  also  auch  dann  aus  Wirbellinien 
besteht.  Dieser  Satz  überträgt  sich  ohne  weiteres  auf  Flächen 
von  endlicher  Ausdehnung.  Wendet  man  ihn  auf  einen  unendlich 
schmalen  Streifen  längs  einer  Wirbellinie  an,  so  kann  man  daraus 
schließen:  Die  Flüssigkeitsteilchen,  welche  anfangs  auf 
einer  Wirbellinie  liegen,  bleiben  im  Verlaufe  der  Be- 
wegung stets  auf  einer  Wirbellinie. 

Im  Gegensatz  zu  der  soeben  gemachten  Annahme  wählen  wir 
die  Integrationsfläche  6  in  (365)  jetzt  so,  daß  die  Wirbellinien  sie 
schneiden.  Die  Gesamtheit  aller  sie  schneidenden  Wirbellinien 
bildet  einen  Wirbelf aden;  sie  selbst  ist  ein  Querschnitt  dieses 
Fadens,  Aus  der  Identität  divrot(%(\)  =  0  folgt  durch  Integration 
über  das  von  zwei  beliebigen  Querschnitten  begrenzte  Volumen 
des  Fadens  nach  dem  Gaußschen  Satz: 

0=1  div  rof  (x q)  d  S  =  —  J  rotn  (J«q)  dö, 

daß  das  Wirbelmoment  für  beide  Querschnitte  im  gleichen  Augen- 
blick denselben  Wert  hat.  Es  verschwindet  nämlich  in  dem  Flächen- 
integral der  Anteil  der  Fadenoberfläche,  weil  an  dieser  rotniK^) 
=  0  ist.  Ein  Wirbelfaden  kann  somit  im  Inneren  der 
Flüssigkeit  nicht  aufhören;  er  endigt  entweder  an  ihrer 
Oberfläche  oder  läuft  in  sich  zurück. 

Diese  drei  Sätze  lassen  sich  folgendermaßen  zusammenfassen: 
Die  Flüssigkeitsmasse,  die  am  Anfang  einen  Wirbel- 
faden   erfüllt,    bildet   auch    im    Verlaufe    der  Bewegung 
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etets  einen  Wirbelf aden;  dessen  Moment  ist  sowohl  längs 
seiner  Ausdehnung  als  auch  zeitlich  unveränderlich. 
Eine  wirbelfreie  Bewegung  bleibt  stets  wirbelfrei. 

Von  den  klassischen  Helmholtzschen  Sätzen  unterscheidet 
sich  dies  nur  in  der  Definition  des  Wirbels.  Bei  Helmholtz 
war  vom  Wirbel  der  Geschwindigkeit  q  die  Rede,  d.  h.  vom  Wirbel 
des  auf  die  Masseneinheit  bezogenen  Impulses,  hier  handelt  es  sich 
um  den  Wirbel  des  Vektors  xq,  d.  h.  des  auf  die  Einheit  der 
Normalruhmasse  bezogenen  Impulses  [siehe  (357)  und  (361)]. 
Der  Beobachtung  entzieht  sich  dieser  unterschied  natürlich  voll- 
kommen. 

In  der  klassischen  Theorie  unterscheidet  man  transversale 
und  longitudinale  Wellen,  da  eine  geometrische,  nicht  nur  für  ebene 
Wellen  geltende  Definition  nicht  möglich  ist,  danach,  daß  für  jene 
die  Divergenz,  für  diese  die  Rotation  der  Geschwindigkeit  q  Null  ist. 
In  transversalen  Wellen  schreiten  somit  Wirbelbewegungen  durch 
den  Körper  fort.  Hier  würde  man  zweckmäßig  dieser  Definition 
statt  der  GeschAvindigkeit  den  Vektor  xq  zugrunde  legen.  Aus 
den  "VVirbelsätzen  folgt  dann,  daß  Wirbelbewegungen 
und  somit  transversale  Wellen  sich  in  Flüssigkeiten 
nicht  fortpflanzen. 

g)  DieEulersche  Form  der  Grundgleichungen.  Sollen 
statt  der  Anfangskoordinaten  ^,  r],  ^  eines  Teilchens  die  Koor- 
dinaten X,  y,  0  eines  Raumpunktes  als  unabhängige  Variable  neben 
t  in  die  Grundgleichungen  eingeführt  werden,  so  könnte  man  eine 
ähnliche  Betrachtung  wie  unter  c)  an  die  Gleichung  (298)  an- 
knüpfen. Die  absoluten  Spannungen  p  müßte  man  dazu  aus  den 
bekannten  elastischen  Spannungen  t  nach  (292)  berechnen  und 
die  Impulsdichte  g  nach  (XXVQIc)  und  (356)  durch  die  Zustands- 
funktion  P  ausdrücken. 

Rechnerisch  einfacher  aber  ist,  die  Überlegung  an  (359)  an- 
zuschließen. Denn  für  eine  beliebige  Funktion  der  Weltpunkte 
gilt  die  Identität  [vgl  83)]: 

d    d    dx    ^     d    dy    .     d_d3_    . d   dl 

dt         dx  dz  ~^  dy  dz    '   d^  dz  ~^  dl  dz 

So  findet  man  aus  (359)  nach  (352)  und  (355)  unmittelbar: 
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+  -lrpad,„P=  :^_ (367) 


C      '       ■■■  cdnin 

(m  =  X,  y,  z,  l). 


Dabei  ist 


.o=.i+4_,l£! 


(368) 


ein  vierdimensionaler  Skalar;  es  ist  nach.  (361)  der  Wert  von  x 
für  2  =  0.  Der  Impulssatz  lautet  infolgedessen  in  der  Eiiler- 
schen  Form*). 

d(K(>x)   ,        d(Kqx)  ,        d(Kqx)    ,       dJKqx)    ■    ]'c'-  —  q^dP_     ' 

)z      ^        c       dx"*"" 


dt 


+  qa 


dx 


-\-<\v 


d{K(\y)    .     ^    d(Kqy) 


dt 


+  q: 


+  qy 


dy 
dy 


.4- 


+  qs 


(J2       '  c        d«/ 


=f« 


a< 


(369) 


h)  Ebene  Wellen.  Es  läßt  sich  aus  diesen  Differentialglei- 
chungen leicht  zeigen,  und  es  ist  ja  nach  der  allgemeinen  Theorie  der 
Dynamik  selbstverständlich,  daß  als  Annäherung  für  die  Ausbreitung 
beliebiger  Störungen,  wenn  nur  die  Verschiebungen  aus  dem  Gleich- 
gewicht und  damit  auch  die  Geschwindigkeiten  stets  klein  sind, 
genau  dasselbe  gilt  wie  in  der  alten  Theorie.  Zum  Zwecke  der 
Überleitung  zu  der  Flüssigkeit  geringster  Zusammendrückbarkeit 

*)  Eine  wirklich  rationelle  Schreibweise  der  hydrodynamischen 
Gleichungen  läßt  sich  nur  so  erzielen,  daß  man  für  den  unsymmetrischen 
Tensor  mit  den  Komponenten 

dx 
d^ 
dx 

dx 

eine  Bezeichnung  einführt,  und  ebenso  für  sein  Analogon  in  vier 
Dimensionen.  Denn  in  (367)  und  (369),  aber  auch  in  den  vorhergehen- 
den Gleichungen ,  treten  die  Yektorprodukte  solcher  Tensoren  mit  den 
Vektoren  q  und  Y  auf.  Nur  um  die  Einführung  gar  zu  vieler  neuer 
Bezeichnungen  zu  vermeiden,  knüpfen  wir  an  die  bisher  übhche  Form 
der  Gleichungen  au. 


d-^x 

d-^x 

d'ilx 

dx 

dy 

dz 

dUiy 

d^y 

dliy 

dx 

dy 

dz 

du. 

d'ih 

d^.z 

dx 

dy 

öz 
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müssen  wir  dennoch  longitudinale  ebene  Wellen  besonders  be- 
handeln. Wir  legen  dabei  die  gemeinsame  Richtung  der  Fort- 
pflanzung und  der  Geschwindigkeit  parallel  zur  x- Achse  und 
setzen  voraus,  daß  Geschwindigkeit  und  Ruhdichte  und  damit 
alle  anderen  von  der  letzteren  abhängigen  Zustandsgrößen  Funk- 
tionen eines  einzigen  Parameters  ip  sind,  der  seinerseits  natürlich 
von  X  und  t  abhängt;  hinterher  können  wir  für  t/^  auch  irgend 
eine  Zustandsgröße,  z.  B.  die  Geschwindigkeit  q^  setzen.  Daß  die 
Einschränkung,  welche  in  dieser  Annahme  liegt,  keinen  Wider- 
spruch gegen  die  Grundgleichungen  enthält,  zeigen  die  Differen- 
tialgleichungen, auf  die  wir  geführt  werden;  diese  reichen  gerade 
hin ,  um  die  Geschvfindigkeit  q-  und  die  Ruhdichte  k^  als  Funk- 
tionen von  X  und  t  zu  bestimmen.  Äußere  Kräfte  sollen  nicht  vor- 
handen sein. 

Die  beiden  Differentialgleichungen  zur  Bestimmung  der  un- 
bekannten Funktionen  q  und  Ä"  erhält  man  aus  der  Kontinuitäts- 
gleichung (353)  und  der  ersten  der  Gleichungen  (369j;  die  beiden 
anderen  Gleichungen  (369)  sind  wegen 

qj,  =  q,  =  0,  ^  =  ^  =  0 

identisch  erfüllt.     Da 

dk"  dtp      ddx ä(\xdtp 

d\p  dx^      dx  ~~  ä^^  dx 

und  X**  nach  (368)  wie  P  eine  Funktion  von  ifc°  ist,  folgt  aus 
(353)  und  (352): 

,„  dQx  /q«  d»//   ,   ^A  _       /         q*\  dk\diiJ  d^p\ 

'^    dip  \e*  dt    'dxJ~       V  c'J  di}^\dt'^^^''dx)' 

Femer  findet  man  aus  (369)  nach  (368): 

\         c^Jdk''di^-\c*dt'^dx)~         (^   axp  \dt  '^  ^"^  dxJ' 
Durch  Multiplikation  und  Division  beider  Gleichungen  findet  man : 

C2  =  c2  (-, ^}  ,       d.  h.       a  =  ±c--yr^  ■    •   (370 

\c'  —  aqj  '  -^    c±C'q^ 


dk*       dk"  dip 

ddx 

dqx  dxp 

dk' 

dt        dip  de' 

dt 

dii'  dt' 

dx 

k-    dq 


«Vl_2l)  =  i ;371) 

aax  \  c- /  c 
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wo  zur  Abkürzunfr  ,  , 

^%-'^''      — 1^=''      •    •    •    ■(372) 

dx 

gesetzt  ist.       C  ist    eine   nach    der   Zustandsgieichung   bekannte 

Funktion  von  7^'",    \a\   ist   die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit   der 

Welle,  da  aus  ^  ^  . 

d^  =  -3—  äx  +  -37-  dt  =  0 
^         ox  *    dt 

dxidi  =  a  folgt;  sie  wird,  da  G  und  q^;  vom  Zustand  abhängt, 
nach  (370)  im  allgemeinen  für  verschiedeno  Teile  der  Welle  ver- 
schieden sein.  GFeichung  (371)  gibt  den  Zusammenh.ing  zwischen 
Ä**  und  (\x  an;  drückt  man  dementsprechend  C  als  Funktion  von 
qa;  aus  und  wählt  man  7/^  =  q^; ,  so  wird  aus  (370)  eine  partielle 
Differentialgleichung  für  q^,.  allein: 

^(c±Cq.)±|^c(Cc±q.)  =  0    ....   (373) 

Eine  einfachere  Form  nimmt  diese  für  eine  unendlich  kleine  Stö- 
rung an.  Dann  kann  man  nämlich  die  in  q^  quadratischen  Glieder 
streichen  und  der  Funktion  C  den  Wert  geben,  welcher  dem 
ungestörten  Zustande  entspricht.     Nach 

dt   —        ox 
ist  aber  die  Fortpflanzungsgeschwindigkeit  [vgl.  (372),  (368)  und 

(355)]:  

dp 
i/  k"    d^"    _  </     k°        dP         \J 

Sie  unterscheidet  sich  nur  ganz  unmerklich  von  dem  Werte 
der  alten  Theorie. 

§  36.  Flüssigkeiten  geringster  Zusammendrückbarkeit. 

a)   Die  Zustandsgieichung.     Aus  Formel  (374)  in  §  35 
sieht  man,   daß   die  Wellen gesch windigkeit  \a\  wächst,    wenn    die 

Zusammen  drückbarkeit 

1_  dV^  __   1    dk" 

V    dp    ~~  k°    dp 


yap 
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[vgl.  (352)]  abnimmt  (es  handelt  sicli  hier  natürlich  um  die  adia- 
batische Zusammendriickbarkeit,  die  Differentiationen  in  der  letzten 
Gleichung  sind  bei  konstanter  Entropie  vorzunehmen).  Soweit 
reicht  die  Übereinstimmung  mit  der  alten  Theorie.  Während  man 
aber  in  dieser  die  Idee  einer  un  zusammendrückbaren  Flüssigkeit 
fassen  konnte,  für  welche  dp/dk  und  damit  die  Wellengeschwindig- 
keit unendlich  groß  ist,  würde  hier  eine  solche  Annahme  dem  in 
§  7  abgeleiteten  Satze  widersprechen,  daß  keine  physikalische 
Wirkung  mit  mehr  als  Lichtgeschwindigkeit  fortschreiten 
kann.  Nun  zeigt  die  streng  gültige  Gleichung  (370),  daß  für 
C  =  l  \a\  =  c  wird,  und  da 

du  =  ^  {e±Cq^y'^ 

ist,  daß  \a\  kleiner  oder  größer  als  c  ist,  je  nachdem  C  kleiner 
oder  größer  als  1  ist.  Die  größten  nach  dem  Relativitätsprinzip 
möglichen  Werte  sind  \a\  =  c,  also  C  =  1,  d.  h.  nach  (372) 
oder  (374): 

k"      dP  __       1       ^  <  1 


c*-\-P  dk'  ~  c*4-P  dk" 

Eine  unzusammendrückbare  Flüssigkeit  {dk^jdp  =  0) 
kann  es  somit  in  der  Eelativitätstheorie  nicht  geben, 
und  zwar  aus  demselben  Grunde,  aus  welchem  wir  [§  26,  b)] 
das  Dasein  eines  starren  Körpers  leugnen  mußten. 

Ein  besonderes  Interesse  hat  nun  derGrenzfaU  C=  1.  Durch 
Integration  folgt  aus  der  letzten  Beziehung,  wenn  man  in  ihr  das 
Gleichheitszeichen  gelten  läßt  unter  Berücksichtigung,  daß  in  dem 
durch  den  Index  n  gekennzeichneten  Normalzustande  nach  (355) 
P  =  0  ist, 

^'  =  i-\-  ^  =  ^,    y^=f-o (375) 

[vgl.  (368)  und  (352)]  und  weiter 

dt)  k*  c*  ^**  —  K^ 

|£=c>i,      p_p.  =  |._^.    .    .    (376) 

Die  Formeln  (375)  und  (376)  enthalten  die  Gleichung  der 
Adiabate  für  eine  Flüssigkeit  geringster  Zusammen- 
drückbarkeit.  Die  scheinbare  Abhängigkeit  von  dem  auf  der 
Adiabate  willkürlich  gewählten  Normalzustand  verschwindet,  wenn 
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man  nach  (356)  und  (350)  (aber  unter  Fortlassung  des  auf  die 
unendlicli  kleine  Substanzmenge  hindeutenden  d) 

"^  "c^  ~        C'  mn        ~  E^  -{-  pn  V^ 
setzt.     Denn  dann  ergibt  sich  nach  (375)  und  (352)  die  Formel: 
(i'o  +  ^  FO)  Fo  =  (i;^  -L  Pn  Fn")  Vi 

Dies  bedeutet,  daß  {E'^  -{•  pV^)  F°  längs  einer  Adiabate  konstant, 
mithin  eine  Funktion  der  Entropie  allein  i?t: 

(^0  +^FO)FO  =  (EU  +pn  K)  n  =  /(S)  .    .    .   (377) 

die  Form  der  Funktion  f  bleibt  unbestimmt. 

Fragt  man  weiter  nach  der  Zustandsgieichung  in  der  „kanoni- 
schen" Form  S  =  &{E,  F),  aus  velcher  sich  bekanntlich  sowohl 
die  Beziehung  zwischen  p,  F,  T  als  die  Abhängigkeit  der  Energie 
vom  Zustand  ableiten  läßt,  so  hat  man  aus  (376)  und  (377)  nach 
(350)  und  (352)  abzuleiten: 

V  —       — r  =  "Dn  —  ^-^ — -  • 
2F*  2F"* 

Da  aber  der  Zustand  p,  V  mit  dem  Normalzustand  jO„,  F^  nichts 
weiter  zu  tun  hat,  als  daß  beide  auf  derselben  Adiabate  liegen, 
so  lolgt  daraus; 

wo  g  (S)  eine  zweite  willkürliche  Funktion  von  S  ist.  Dies  ergibt, 
in  (377)  eingesetzt: 

-E«-£^  +  ^(S)FO  =  0 (378) 

-Työ)  is*  (^6   sich  aus 

dS  = -^f^ ergibt),  aus  der  letzten  Gleichung  die  vorletzte 

und  damit  zugleich  (376)  und  (377)  zurückerhalten. 

Die  beiden  Funktionen  f  und  g  aber  lassen  sich  weder  aus 
der  Forderxmg  der  geringsten  Zusammendrückbarkeit,  nocli  aus 
allgemeinen  thermodynamischen  Grundsätzen  näher  bestimmen.  Es 
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sind  somit  unendlich   viele  verschiedene  Flüssigkeiten  geringster 

Zusammendrückbarkeit  denkbar  *;. 

1    rfjt"  ^* 

Die  Zusammendrückbarkeit  -tö  -7—  ist   nach   (376)   =   -^jri' 

also   von   der  Größenordnung    10~^^  -; — ■   oder   10~^^  •      Für 

0311  atm 

Wasser  ist   die  Zusammendrückbarkeit  5 .  10~°,   für  Quecksilber 

CTU* 

3,9.10~^— r— •       Man   sieht   an   diesen   Zahlen,    daß   man  in   all 
atm 

den  Fällen ,  in  welchen  man  nach  der  alten  Theorie  derartige 
Flüssigkeiten  als  nicht  zusammendrückbar  ansah,  jetzt  an  ihrer 
Stelle  eine  Flüssigkeit  kleinster  Zusammendrückbarkeit  behandeln 
kann.  Für  Wellen  Vorgänge  ist  dies  freilich  nie  der  Fall;  be- 
kanntlich zählt  die  Schallgeschwindigkeit  höchstens  nach  einigen 
Kilometern  pro  Sekunde,  kommt  also  auch  nicht  annähernd  an 
die  Lichtgeschwindigkeit  heran. 

b)  Die  Grundgleichung.  Die  allgemeine  Grundgleichung, 
welche  wir  in  verschiedenen  Formen  in  §  35  kennen  gelernt  haben, 
vereinfacht  sich  bei  Einführung  des  Zusammenhanges  (375)  oder 
(376)  erheblich.   Wir  knüpfen  an  Formel  (367)  an.    Da  nach  (375) 

SO  wird  aus  dieser  Formel  in  Rücksicht  auf  (366): 

jL  ±1^  j^  Y^{T,  fQaS  x")  -1-  -1  roaö^  Ic^  =  ^^"'- 
c       dz      *       ^"^    '      ^  ^    '     1-0      s      -^  cömn 

(tn  =  X,  y,  s,  l), 

oder  vektoriell  geschrieben  nach  Erweiterung  mit  der  Konstanten  /:„ : 


also; 


*)  Setzt  man  z.  B. :  ^ 


S  =  E  {log  E"  +  log  V% 
so  wird : 

Man    kommt   so   zu    einem   idealen  Gase   von   der   sppzlfischen 
Wäriiie  (bezogen  auf  das  Mol.)  c^  =  It.    li  ist  dabei  die  Gaskonstante, 
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oder  nach  schließlich  durch  Subtraktion  der  mit  Y  multiplizierten 
Koutinuitätsgleichung  (354a): 

ko(l.•^^-YDivY)  +  ^QCc^]i^  =  -^^  '    .    (379) 

\  C      dt  /  ^  cd  mn 

Die  so  gewonnene  Formel  enthält  nicht  nur  den  Energie-  und 
Iiiipulssatz,  sondern  auch  die  zur  Ableitung  benutzte  Kontinuitäts- 
gleichung; denn  multiplizieren  wir  sie  skalar  mit  Y,  so  geht  sie  wegen 

Y^=-h  (r^)  =  ^^  =  0  [nach  (84)]  und  (Yit)  =  0 
[nach  (287)]  in  der  Form  (354a)  wieder  hervor.  Sie  enthält  die  vier 
Difierentialgleichungen,  welche  zur  Bestimmung  der  vier  von  ein- 
ander unabhängigen  Funktionen  Zar,  Yy,  Yz  (I'j  ist  wegen  Y'^  ^:^  —  1 
Funktion  von  diesen  dreien)  und  Tz^  nötig  sind. 

Um  sie  auf  die  vier  Komponenten  anzuwenden,  drücken  wir 

\    clY 

zunächst  den  Vektor -^ Y  Div  Y  durch   die  Geschwindig- 

c    dz  ° 

keit  q  aus;  wir  finden  nach  (83)  und  (52): 

~c     dl  f^^—^/    dt  c  —  2*  Vdt     '    c"  — ä"'  ^  dj) 

1     dYi  1         dYi  ic  dq^ 

c      dz  '^(.-i __ ßi     dt  (ß^ o«)*  ^  dt 

^"'  ^'  =  i==i  A"  <\  +  ;^=?  ((q.  mä  s)  +  |f )  • 

Also  ist  nach  71: 

l    dTj-  1        /dqx 

C      dr  -^  c^  —  2*  \dt 

1    dTi        „  ic       , . 

-, Yi  Biv  1  = 5 i  div  q; 

cur  C"  —  2  ^ 

und  aus  (379)  folgt  [vgL(273)]: 


—  qx  div  q) , 


(380) 


"°  (^  -  ^ "-  ^) + («=  -  ä^)  *™"  *"  =  ^  5I; « I 

An    diese  Gleichungen  lassen    sich    alle  folgenden  Betrachtungen 
anknüpfen. 

c)  Stationäre,  kräftefreie  Bewegung.    Ist  ;^  =  0  und 
^  =  0,  so  folgt  aus  (380)  und  Tti 
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dir  q  =  0 

1  dk'^  1       /     cicix   .        dqr  .       dqx\ 

ÄO  dx  —        c^-q^  V''^  dx  '^  ^y  dl,  '^  ^'  dz)  ''^''■• 
Der  eräten  dieser  GleichuBgen  genügt  der  Ansatz: 

q  =  —  grad  v (381) 

wo  ip  i^:^,^)  eine  skalare  Potentialfunktion  ist,  wenn  diese  der 
Gleichung  ^^  _  ^ ^3^2^ 

gehorcht.     Ans  den  anderen  di'ei  Gleichungen  folgt  dann: 

dx  c*  —  <f  \öx  dx''    '    dy  dxdy    '    dz  dxdz) 

=  7m. r.  T~  ifi"^  —  ä^)    usw., 

also: 

loglc^  =  l  log  (c2  —  a^)  -}-  const,     ä;»  =  const  ^c^  —  q,-, 
oder,  wenn  wir  den  Ruhezustand  q^  0  als  Normalzustand  wählen: 

/.o  _  ;r.^o  l£jzi£! (383) 

und  daraus  nach  (376): 

p-'Pn  =  -WK (384) 

Diese  Beziehung  stimmt  mit  der  entsprechenden  in  der  älteren 
Hydrodynamik  überein.     Da  aus  (383),  (375)  und  (352) 

Jc  =  ll  ü=  1 (385) 

folgt,  so  bleibt  die  Dichte  Je  unverändert  dieselbe  wie  in  der  Ruhe; 
und  es  ist  nach  (381)  nicht  nur  rot  q  z=  0,  sondern  auch 
rot{Kq)  =  0,  d.  h.  nach  §  35,  f):  Die  hier  untersuchte  Be- 
wegung ist  wirbelfrei. 

Grenzt  die  Flüssigkeit  an  einen  ruhenden  Körper,  so  ist 

qn  =  -  ay'  =  0 (386) 

die  Grenzbedingung.  Aus  (382)  und  (386)  bestimmt  aber  die  alte 
Theorie  die  stationäre  Bewegung  einer  unzusammendrückbaren 
Flüssigkeit  und  aus  (384)  die  zugehörige  Druckverteilung.  Alle 
Resultate  der  klassischen  Hydrodynamik  über  statio- 
näre, wirbelfreieBewegun  gen  in  unzusammendrückbaren 
Flüssigkeiten  lassen  sich  somit  auf  die  Flüssigkeiten 
geringster  Zusammendrückbarkeit  übertragen. 
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Bei  Lösung  solcLer  Probleme  kann  es  freilicli  zunächst  vor- 
kommen ,  daß  grad  i^  unendlicli  groß  wird.  Unendlich  große 
Geschwindigkeiten  gibt  es  aber  in  der  Relativitätstheorie  nicht, 
und  auch  die  alte  Theorie  mußte  sie  in  diesem  Falle  wegen  der 
Gleichung  (384)  für  unmöglich  erklären,  da  keine  Substanz  einen 
unendlich  großen  Zug  verträgt,  ohne  zu  zerreißen.  Dieser  Fall 
tritt  z.  B.  ein,  wenn  man  in  dem  in  §  18  behandelten  zweidimen- 
sionalen Potentialproblem  die  Funktion  tlf  als  das  Potential  der 
Geschwindigkeit  nimmt  und  die  Strömung  als  durch  die  beiden 
in  Fig.  13  stark  gezeichneten  Halbebenen  begrenzt  denkt.  Den 
Gleichungen  (382)  und  (386)   ist  dann   freilich  genügt;   aber  an 

den  Kanten  (x  =  — k— ,  ;«/  =  ib  1  ^)  ist  die  Geschwindigkeit 


fm+{i^)-fM+'''£){r:--£) 


1  dx 


du 


nach  (196)  unendlich  groß.  Nur  wenn  man  eine  andere  der  Strom- 
linien (p  =  const  als  Begrenzung  der  Flüssigkeit  nimmt,  wird 
dieser  singulare  Punkt  vermieden. 

In  solchen  Fällen  bildet  sich  nun  eine  Unstetigkeitsfläche  aus, 
welche  den  strömenden  Teil  der  Flüssigkeit  von  einem  ruhenden 
Teile  i  rennt.  Für  sie  gelten  als  Grenzbedingungen  einmal  Glei- 
chung (386),  sodann  die  Forderung,  daß  in  jedem  ihrer  Punkte 
der  Druck  diesseits  und  jenseits  derselbe  ist.  In  der  ruhenden 
Flüssigkeit  ist  aber  der  Druck  konstant,  in  der  bewegten  muß 
somit  längs  dieser  Grenze  ebenfalls  der  Druck,  und  damit  nach 
(384)  auch  die  Geschwindigkeit  konstant  sein,  genau  wie  in  der 
alten  Theorie.  Somit  lassen  sich  auch  die  Ergebnisse  der 
klassischen  Hydrodynamik  über  die  Bildung  von  Strah- 
len in  unzusammendrückbaren  Flüssigkeiten  hier  voll- 
ständig auf  Flüssigkeiten  geringster  Zusammendrück- 
barkeit  übertragen. 

d)  Die  Ausbreitung  unendlich  kleiner  Störungen. 
Für  unendlich    kleine  Bewegungen  findet  man    aus  (380)   durch 

TJnterdrückung  der  in  g  quadratischen  Glieder,  da  man  dabei  -j-, 

nach  7C  mit  -j-  vertauschen  kann: 
dt 

Lane,  Relativitätsprinzip.     4.  Aufl.  18 
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1^  =.-c-grad{logl:') 
,.  dlonl" 

(Es  ist  ■«"lederum  .ß  ==  0  gesetzt.)  Kacli  der  ersten  dieser  Glei- 
chungen ist  q  ein  Potentialvektor: 

q  =  —  grad  i\ 
wenn 

Die  zweite  der  obigen  Gleichungen  sagt  dann  aber  aus: 

Die  Bewegung  ist  wirhelfrei,  weil  wegen  der  unendlich  kleinen 
Unterschiede  zwischen  k,  k°  und  l'n  aus  roi  q  =  0  nach  (375) 
rot  (xq)  =  0  folgt.  Kleine  Störungen  des  Gleich- 
gewichtes pflanzen  sich  somit  als  longitudinale  Wellen 
von  Lichtgeschwindigkeit  fort.      Und  zwar  können  sowohl 

Kugelwellen  \ip  = /  als  ebene  Wellen  (?/,'  =  m  ^ \ 

auftreten,  wie  überhaupt  jede  Art  von  Wellen,  die  in  der  Akustik 
möghch  ist.  Wegen  der  Linearität  der  Gleichungen  gilt  das 
Superpositionsprinzip.  Es  durchdringen  sich  verschiedene  Wellen, 
ohne  sich  zu  stören;  sie  geben  zu  den  in  der  Akustik  bekannten 
Interferenzerscheinungen  Anlaß. 

e)  Ebene  Wellen  von  endlicher  Amplitude.  Fanden 
wir  unter  d)  in  jeder  Beziehung  die  einfachen  Yerhältuisse  der 
klassischen  Akustik,  so  werden  für  endliche  Amplituden  die  Grund- 
gleichungen wesentlich  verwickelter.  Wir  beschränken  uns  des- 
halb auf  ebene  Wellen,  die  längs  der  ic- Achse  fortschreiten.  Im 
Gegensatz  zu  §  35,  h)  setzen  wir  aber  nicht  voraus,  daß  die  Welle 
entweder  in  der  positiven  oder  in  der  negativen  rt- Richtung" 
fortschreitet,  sondern  wir  lassen  diese  Frage  noch  offen.  Die 
Geschwindigkeit  q  ist  nach  §  35,  f)  ebenfalls  parallel  zur  aJ-Achse 

(q,,  =  q^  =  0),  weil  anderenfalls  rotz{y.c\)  =     ^  ^  ujid  roty{xc\) 

dxq^ 

—  —  — ^ —  nicht  Null,  die  Welle  also  nicht  longitudinal  wäre. 


1  ÖP 

c*      d(^x 

1    dk" 

k"   dx' 

c'^ — ff   dx 

k"    dt 
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Unter   diesen  Umständen  gehen   die  Grundgleichungen  (380) 
naoh  n  über  in: 

1       ^  _ 
c'  —  q^    dt 

Differentiiert  man  die  erste  dieser  Beziehungen  nach  t,  die  zweite 
nach  X,  so  folgt  unter  Elimination  von  Ä;"; 

_d_  /     1       dg.  _  J_  _d_  /     1       ^\ 
dx  W  —  q''  dx)  ^   e    dt  \(f  —  q^   dtj' 
oder,  wenn  man  ' 

—  7     ^"^'^^  1       ^^x  _    1    dfT'  1       ^%  _    l    d(p 

^  ^^C— q,  '      c'  —  q"    dt  2c  dt'      ^—q'   dx  2c  dx 

(Tg?  1    o*g5 

''  =  ^('-v)-'?('+v) (387) 

Daraus  folgt  aber; 

wobei  wir  e-^  =  f,  e^  ='  g  gesetzt  haben,  und  weiter: 


1-»  = 


K*-t)+.'(«+t) 


Da  die  Differentialgleichung  von  der  zweiten  Ordnung  ist  und  diese 

Lösung  zwei  willkürliche  Funktionen  enthält,  so  ist  sie  die  allgemeine 
Lösung.     Die  Ruhdichte  bestimmt  sich  aus  der  Beziehung: 


1    dJc" 

c'       ^^.  _         c   dcp  _    1         ,           , 

k»   dt   ~ 

e—(f   dx  ~~         2   dx~   2    ^-^      ^    ^  ^' 

es  wird  nämlich: 

logh"  =  \{F+  G)+const, 

Jco  =  const  eV2(-P+ö)  ^  const  "[//"(^  —  ^)-^(^ +^)' 

Ist    eine    der   Funktionen    f  oder   g    eine   Konstante,     so    haben 
wir  Wellen,   die   in    der   negativen    oder  positiven  rc- Richtung  in 

18* 
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unveränderter  Form  mit  Lichtgeschwindigkeit  fortschreiten.  Dies 
hätten  wir  auch  gefunden,  wenn  wir  in  §  35,  h)  [Gleichung  (373)] 
C  =  1  gesetzt  hätten.  Hier  kann  man  leicht  an  der  Gleichung  (387) 
ersehen,  daß  zwei  gegeneinander  fortschreitende  Wellen  von  end- 
licher Länge  sich  insofern  ungehindert  durchdringen,  als  nach 
ihrer  Trennung  jede  von  ihnen  dieselbe  Form  hat  wie  vor  ihrer 
Berührung.  Aber  während  sie  sich  durchdringen,  ist  keineswegs 
die  resultierende  Geschwindigkeit  q^^  die  Summe  aus  den  einzelnen 
Geschwindigkeiten.  Es  gilt  hier  nicht  das  Superpositionsprinzip. 
Wie  sich  aber  Wellen  von  anderer  Richtung  durchdringen,  läßt 
sich  hieraus  nicht  entnehmen.  Über  einige  weitere  Anwendungen 
dieser  Lösung  weisen  wir  auf  die  schon  zitierte  Dissertation  von 
Lamla. 

§  37.     Rückblicke  und  Ausblicke. 

Um  die  Annahmen,  welche  in  diesem  Buche  zugrunde  gelegt 
sind,  klar  hervortreten  zu  lassen,  werfen  wir  noch  einen  Rückblick 
auf  sie.  W^ir  haben  in  §  6  zunächst  das  Relativitätsprinzip  an  die 
Spitze  gestellt,  welches  die  Gleichwertigkeit  einer  dreifach  unend- 
lichen Schar  von  Bezugssystemen  für  alle  Naturgesetze  ausspricht. 
Aus  einem  hinreichend  bekannten  Naturgesetz  (dem  der  Lichtfort- 
pflanzung im  leeren  Räume)  leiteten  wir  dann  die  Loren tz-Trans- 
f  ormation  ab,  welche  den  Übergang  von  einem  berechtigten  System  zu 
allen  anderen  ermöglicht  und  zugleich  die  Ein  stein  sehe  Kinematik 
enthält  (§  7).  In  §  14  konnten  wir  dann  beweisen,  daß  die  (über 
das  Gesetz  der  Lichtfortpflanzung  hinausgehende)  Elektrodynamik 
des  Vakuums  durch  die  Lorentz-Transformation  in  sich  selbst 
überführt  wird.  In  §  15  traten  als  neue  Annahmen  die  Sätze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  und  des  Impulses  hinzu,  eng  verknüpft 
in  Gleichung  (XVI):  -p  __  _^iy']^^ 

In  Minkowskis  Elektrodynamik  der  bewegten  Körper  wurde 
sodann  die  Maxwellsche  Theorie  für  ruhende  Körper  zugrunde 
gelegt;  nur  unwesentlich  im  Ansatz  der  ponderomotorischen  Kraft 
entsprechend  der  Überlegung  modifiziert,  daß  alle  Kräfte  sich 
gegen  die  Lorentz-Transformation  gleich  verhalten  müssen,  und 
daß  daher  dem  Energiestrom  auch  ein  elektromagnetischer  Impuls 
zugeordnet  sein  muß.  Auf  derselben  Grundlage  ließ  sich  auch 
die  Dynamik  der  bewegten  Körper  aufbauen ,  doch  enthielt  der 
Verzicht  auf  gewisse   an  sich   mögliche  Zusätze  bei  der  Deutung 
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der  Komponenten   des  Welttensors  T  als  Energiesti-om ,   Impuls- 
dichte usw.  eine  neue  Hypothese;   deren   physikalische  Bedeutung 

trat  in    dem  Satz   von   der  Trägheit   der  Energie   ^  =z  —  zutage 

[Gleichung  (XXV)],  welcher  unter  anderem  die  vollständige 
Zurückf  ührung  der  mechanischen  Trägheit  auf  die  Energie  und  die 
Spannungen  ermöglicht.  In  den  vier  letzten  Paragraphen  haben 
wir  schließlich  noch  den  zweiten  Hauptsatz  hinzugezogen.  Als 
physikalische  Grundlage  der  Relativitätstheorie  können  wir  hiermit 
bezeichnen:  das  Ein  st  ein  sehe  ßelativitätsprinzip,  die  Sätze  von 
der  Erhaltung  der  Energie  und  des  Impulses,  das  Entropieprinzip, 
die  Maxwellsche  Elektrodynamik,  sowie  jene  Deutung  der  Trägheit. 
Sodann  mag  auf  das  durch  die  historische  Entwickelung 
nahegelegte  Mißverständnis  hingewiesen  werden,  die  Relativitäts- 
theorie stände  der  Elektrodynamik  näher  als  etwa  der  Mechanik. 
Wenn  die  Lorentz-Transformation  aus  der  Betrachtung  eines 
elektromagnetischen  Vorganges  abgeleitet  wird,  so  geschieht  dies 
allein  aus  dem  Grunde,  daß  wir  zunächst  mechanische  Naturgesetze 
nicht  mit  der  erforderlichen  Genauigkeit  kennen,  sonst  könnten  wir 
genau  so  gut  ein  solches  dazu  benutzen.  Auch  daß  die  Elektrizitäts- 
menge im  Gegensatz  zur  Masse  die  wichtige  Rolle  einer  Invai'ianten 
dieser  Transformation  spielt,  weist  keineswegs  auf  einen  solchen 
Zusammenhang  hin.  Denkbar,  wenn  auch  im  Widerspruch  mit 
der  Erfahrung,  wären  Theorien  der  Elektrodynamik,  die  dem 
Relativitätsprinzip  genügen  und  bei  denen  die  Elektrizitätsmenge 
keine  solche  Invariante  ist;  sie  brauchte  dazu  nur  in  einem  und 
demselben  berechtigten  System  keine  durch  Bewegung  unveränder- 
liche Größe  zu  sein.  Tatsächlich  steht  das  Relativitätsprinzip  in 
demselben  Sinne  über  allen  Gebieten  der  Physik,  wie  etwa  das 
Energieprinzip,  und  beansprucht  ebenso  wie  dies,  bei  allen  physi- 
kalischen Theorien  ein  Kriterium  für  deren  Zulässigkeit  zu  ent- 
halten. Der  einzige,  zufällige  Unterschied  zwischen  den  beiden 
genannten  Gebieten  ist  der,  daß  wir  in  der  Elektrodynamik  infolge 
der  außerordentlich  gesteigerten  Genauigkeit  der  Meßmethoden 
diesen  Nachweis  führen  können,  in  der  Mechanik  aber  nicht.  Seine 
volle  Tragweite  zeigt  das  Relativitätsprinzip  gerade  aus  diesen» 
Grunde  nicht  in  der  Elektrodynamik,  sondern  in  der  Dynamik. 
Eng  damit  verknüpft  ist  der  Irrtum,  daß  das  gemeinsame 
Verhalten   aller  Kräfte  gegen    die   Lorentz-Transformation  auf 
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einen  gemeinsamen  Ursprung  von  ihnen  hinwiese,  daß  sich  etwa 
alle  auf  elektrodynamische  Kräfte  zurückführen  lassen  müßten. 
Die  Frage,  ob  so  etwas  möglich  ist,  steht  gänzlich  avißerhalb 
unserer  Betrachtungen.  Jene  Gemeinsamkeit  sagt  nichts  anderes 
aus,  als  daß  das  Relativitätsprinzip  in  allen  Gebieten  der  Physik 
gilt;  und  dies  müssen  wir  annehmen,  wenn  dies  Prinzip  mehr  sein 
soU  als  eine  manchmal  nützliche  Rechnungsregel.  Darüber  hinaus- 
gehende Schlüsse  aus  jener  Gemeinsamkeit  zu  ziehen,  wäre  so  vor- 
eilig, als  wenn  man  etwa  aus  der  Allgemeingültigkeit  des  zuerst 
aus  der  Mechanik  abgeleiteten  Energieprinzips  schließen  wollte  — 
wie  es  früher  vielfach  geschah  — ,  daß  alle  Naturvorgänge  in 
letzter  Linie  mechanische  sind.  Überhaupt  scheint  die  Vereinigung 
der  beiden  noch  getrennten  Gebiete  der  theoretischen  Physik  — 
Elektrodynamik  und  Mechanik  —  nicht  durch  Unterordnung  des 
einen  unter  das  andere  erreichbar  zu  sein ,  sondern  durch  gleich- 
mäßige Unterordnung  beider  unter  höhere  Gesetze.  Daß  wir  hier 
nicht  nur  das  Eelativitätsprinzip  auf  beide  anwenden,  sondern  auch 
die  Begriffe  Kraft,  Impuls,  Spannung,  Energiedichte  und  -Strömung 
in  universelle  Beziehungen  zueinander  setzen  konnten,  mag 
immerhin  als  ein   Schritt  in  dieser  Richtung  betrachtet  werden. 

Von  einem  wichtigen  Gebiet  physikalischer  Erscheinungen 
ist  in  diesem  Buche  nicht  die  Rede  gewesen,  nämlich  von  der 
Schwerkraft.  Die  Aufgabe,  diese  der  Relativitätstheorie  einzufügen, 
haben  in  jüngster  Zeit  Nordström  und  Mie,  und  unter  einer 
groß  angelegten  Erweiterung  der  Relativitätstheorie 
Einstein  unternommen.  Auf  diese  Theorien  gedenken  wir  in 
einem  anderen  Buche  näher  einzugehen. 

Da  so  außerordentlich  viele  Größen,  denen  zunächst  eine  ab- 
solute Bedeutung  zuzukommen  scheint,  in  der  Relativitätstheorie 
diese  abstreifen  müssen,  so  wollen  wir  hier  noch  einmal  die  wich- 
tigsten Invarianten  der  Lorentz-Transformation  zusammenstellen. 
Von  Raum-Zeitgrößen  ist  dies  zunächst  das  Jj  dSdt,  genommen 
über  einen  bestimmten  Weltbereich,  von  physikalischen  Größen 
sind   es  die  Elektrizitätsmenge,   die  Entropie  und   die  Wirkungs- 

große  J  Hdt,  ferner  der  Ausdruck 

'  txx+tyy+t,z—{W—((\Q)), 

daneben  auch ,  was  aber  von  weniger  allgemeiner  Bedeutung  ist, 
der  allseitig  gleiche,  relative  Druck  p. 
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Anhang. 

a)  Geometrische  Bezeichnungen. 

Das  Koordinatensystem  x,  y,  z  ist  stet»  rechtwinkelig  und 
bildet  ein  Eechts System;  d.  h.  die  x-,  die  y-  und  die  ^- Achse  liegen 
zueinander  wie  Daumen,  Zeige-  und  Mittelfinger  der  rechten 
Hand,  wenn  man  diese  (so  gut  es  geht)  senkrecht  zueinander  stellt. 
Die  Zeit  nennen  wir^;  benutzen  aber  an  ihrer  Stelle  oft  die  Größen 
ti  =  et  oder  Z  =  ict,  wobei  c  die  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren 
Raum,  i  =  y —  1  ist.  Ein  Linienelement  bezeichnen  wir  mit  d  s, 
ein  Flächenelement  mit  d  ö,  ein  Raumelement  mit  d  S;  die  Normale 
von  dö  ist  n.  Das  Volumen  eines  Körpers  nennen  wir  V,  das 
Element  davon,  welches  für  die  Lorentz -Transformation  vom 
Raumelement  d S  z\i  unterscheiden  ist,  sonst  aber  manchmal  mit 
ihm  vertauscht  werden  kann,  d  V.  Im  gleichen  Bezugssystem  sind 
Integrationen  nach  d  S  und  d  V  gleichwertig ,  sofern  sie  bei  kon- 
stanter Zeit  oder  über  ruhende  Körper  auszuführen  sind.  Sind 
aber  Raumintegrale  nach  der  Zeit  zu  differentiieren,  so  muß  streng 
unterschieden  werden,  ob  sie  über  ein  mathematisch  abgegrenztes, 
ruhendes  Stück  des  Raumes,  d.  h.  nach  (ZS,  oder  über  ein  Stück 
eines  bewegten  Körpers ,  d.  h.  nach  d  F,  auszuführen  sind.  Ver- 
gleiche über  diesen  wichtigen  Punkt  Abschnitt  c)  dieses  Anhanges. 
Den  Winkel  zwischen  zwei  beliebigen  Richtungen  s  und  s'  machen 
wir  durch  das  Zeichen  {ss')  kenntlich. 

b)  V^ektor-  und  Tensorbezeichnungen*). 

Vektoren  sind  solche  physikalischen  Größen,  die  denselben 
Richtungscharakter  besitzen  wie  eine  gerichtete  Strecke.  Alle 
Vektoren  und  nur  solche  werden  durch  deutsche  Buchstaben 
kenntlich  gemacht;  die  Komponente  des  Vektors  %  nach  einer 
Richtung  s   wird   durch  21«,    sein   absoluter  Wert   durch  |^|   oder, 

*)  Ausführliche  Darstellungen  der  Vektor-  und  Tensoranalysis 
sind  z.  B. :  W.  v.  Ignatowski,  Die  Vektoranalysis ;  E.  Gans,  Ein- 
führung in  die  Vektoranalysis,  beide  Leipzig  und  Berlin  1909;  ferner 
die  ersten  Abschnitte  von  Abraham-Pöppl,  Einführung  in  die  Max- 
wellscbe  Theorie  der  Elektrizität,  Leipzig  1904.  Vgl.  auch  Enzyklop- 
d.  matbem.  Wiss.  VI,  3,  Art  14  (M.  Abraham). 
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falls  Zweideutigkeiten  ausgeschlossen  sind,  durch  Ä*),  das  Quadrat 

davon  durch  21^  oder  Ä^  bezeichnet. 

Eine  Drehung  des  Achsenkreuzes  ist  durch  die  Beziehungen 

X  =  a(i)  x'  -f  a{p  y'  +  af  z\      a/  =  a^^)  a;  +  af  y  -f  af  z, 

y  =  af  x'  +  af  y'  +  af  z\      y'  =  a<p  x  +  af  y  -f-  af  z, 

z  =■  af  x'  -h  df  y'  -f  af  z\      z!  =  af  te  +  af  y  +  af  z 

dargestellt,  wenn   dabei  die   „Orthogonalitätsbedingungen" 

af  +  af '  -L  ai«'  =  1,   af  af  +  af  af  +  al?)  af  =  0, 

a&  -f  öf '  4-  af '  =  1,  af  af  +  af  >  af  -|-  af  af  =  0, 

af  -  +  af '  -j-  af '  =  1,  af  af  -f  af  af  -\-  af  af  =  0 

erfüllt  sind.      Dabei  transformieren   sich   die  Komponenten  eines 

Vektors  gemäß  dessen  Definition  wie  die  Koordinaten  selbst,  d.  b. 

diese  Gleichungen  bleiben   richtig,    wenn    man    x   durch  %z  usw., 

Jc*  durch  'äx'  usw.  ersetzt. 

Aus  einem  Skalar  (p  leitet  sich  der  Vektor  grad  cp  ab,  dessen 

Komponenten  sind: 

,  dm  ,  dm  -,  dm 

graä:,  cp  =  -^ ,     graäy  (p  =  -^^,     grad,  9^  =  57  • 

Als    skalares   Produkt   zweier  Vektoren  21  und  33  bezeichnen   wir 
die  Größe: 

(Siiß)  =  (-BSt)  =  2lx33x  +  2IyS3y  -I-  2I^S.  =  \%\\^cos(%^), 
als  ihr  Vektorprodukt  [21  2Ö]  den  Vektor  mit  den  Komponenten: 

[2133].  =  21s,  33,-21.  Sy, 

[2IiB]y  =  21.23.  — 21.23., 

[%^l  =  ^^2{y_2tj,Sx, 
er  steht  auf  21  und  33  senkrecht  und  ist  seinem  absoluten  Betrage 
nach  gleich  |21}.  |33l  siw  (21®).  Bringt  man  den  Daumen  der 
rechten  Hand  in  die  Richtung  von  2t,  den  Zeigefinger  in  die 
Richtung  von  S ,  und  stellt  man  den  Mittelfinger  senkrecht  zu 
beiden,  so  weist  er  in  die  Richtung  von  [21 23].     Den  Skalar 

ox    '    oy    '     dz 
nennen  wir  die  Divergenz,  den  Vektor  rot^  mit  den  Komponenten 
d%      ö?l„  (?2I^      d%^  Ö3l„      dS 


•)  E  ist  stets  die  Energie,     liemals  der   absolute  Wert   der  elek- 
trischen Feldstärke  (5. 
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nennen  wir  den  Rotor  des  Vektors  %.  Durch  Einsetzen  dieser 
Definitionsgleichungen  bestätigt  man  ohne  weiteres  die  folgenden 
Rechnungsregeln : 

[^53]  =  -[^ii] (a) 

(2l[33(5])  =  ((5[^i33])  =  (S3[(Sl]) (ß) 

(5l[5l8])  =  0 (y) 

[2l[33S]]  =  33(2I(£)  — (5(2133) (8) 

[«  53]  {%  (S)  —  m  S]  {%  33)  =  ^  (5t  [33  (i])  —  [33  S] .  ^l^   .    (s) 

(Uv((p^)  =  (pdw%-^('ägrad(p) (t) 

dw['ill^]  =  i'^,rom)  —  i%rot^)         ...(&) 

divgrad(p  =  -^-^-  -f-  ^  -f  ^^|  =  z/ (jp   •    •    •    (rj) 

div(rom)  =  0 (t) 

rotrofä  =  graddw%  —  ^'ä (t') 

Eine  große  Rolle  spielen  ferner  die  Integralsätze  von  Gauß 
und  Stokes.  Bei  dem  ersteren  handelt  es  sich  um  die  Umfonnung 
des  Integrals  j  dw%dS  über  einen  geschlossenen  Raum  in  ein 
Integral  über  dessen  Oberfläche.  Bedeutet  n  die  in  das  Innere 
gerichtete  Normale   des  Oberflächenelementes  dö,   so   lautet  er: 

^div%dS=  —^%nd6 (x) 

Die  Anwendung  dieses  Satzes  auf  einen  Vektor,  dessen  Komponenten 

%x  =  X,     %y  =  2lj  =  0,      also      %n  =  xcosnx 
sind,  ergibt,  da  dessen  Divergenz  gleich  1  ist: 

\xcosnxd6  ——V  und  analog  [ycosnydö  —  [zcosnsdC  =—V  {•/) 

Setzt  man  hingegen 

51^  =  3t,  =  0,     %,j  =  3,     also     5t„  =  zcosny, 

so  verschwindet  die  Divergenz  und  man  findet: 

\scosnyd6  z=  \ycosnzdQ  z=  ...  z=  ()    .    .    .    {yj') 

Haben  wir  andererseits  eine  begrenzte  Fläche,  so  setzt  der 
Stokesäche  Satz  das  Flächenintegral: 

^roK%d6  =  \%sds .    (A) 
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wobei  die  reclits  stehende  Linieuintegration  in  dem  Sinne  über  die 
ganze  Beraudung  auszuführen  ist,  daß  der  Umlauf  eine  Eechts- 
drehung  um  die  Normale  n  darstellt*). 

Ist  an  einer  Fläche  die  Normalkomponente  eines  Vektors  21 
unstetig,  so  mißt  die  Größe  ihres  Sprunges  die  Flächendivergenz  von 
21.  Ist  die  Tangentialkomponente  unstetig,  so  mißt  ihr  Sprung  (als 
Vektor  betrachtet)  den  Flächenrotor  zu  21.  Wie  die  Flächendivergenz 
sich  als  Grenzfall  einer  unendlich  großen  räumlichen  Divergenz 
auffassen  läßt,  so  auch  der  Flächenrotor  als  Grenzfall  eines  räum- 
lichen Rotors.  Den  Grenzübergang  führt  man  mit  Hilfe  des  Gauß- 
schen  und  des  Stok  es  sehen  Satzes  aus  (vgl.  §  23,  c). 

Keben  den  Vektoren  spielt  der  Tensorbegriff  eine  große  Rolle. 
Wir  verstehen  unter  dem  symmetrischen  Tensor  p  den  Inbegriff 
von  neun  Größen: 

pxxt  pxyj  pxzi 
Pyxi  Pyyt  Pyz- 
pzx>       Pzyt       pzz : 

mit  den  drei  Symmetriebedingungen: 

Pyz  ^^^  Pzyi        Pzx  =  Pxfi        pxy  =  pyx: 

welche  mit  den  Komponenten  eines  beliebigen  Vektors  q  zu  den  Aus- 

C\xPxx  +  (\yPxy  +  C\zpxz  =  [(\  p]x  =  ^x  •     ■     ■     ■     ß') 

usw.  vereinigt,  wieder  die  Komponenten  eines  Vektors  ergeben  **)> 
den  letzteren  nennt  man  das  Vektorprodukt  [qp].  Aus  dieser 
Definition  folgt  für  eine  Drehung  des  Koordinatensystems,  daß 

"^x  =   qa:Pax  +(\yPxy-\-  q^l^xr  =  <^^  SI^-  "h  <"' 2{y'  +  4^>  2(, 

sein  muß.      Setzt  man  hier 

SIx'   =   (\x'px'x'  +  (\y>px'y'  -\-<\z' px' z> 

usw.  und  ferner  ,  .  ,  . 

q^  =  öA«  q^  -\.  af>  (\y  -f  af>  q, 

usw.,  so  findet  man  eine  Gleichung  zwischen  zwei  linearen  Funk- 
tionen der  drei  unabhängigen  Variablen  qa;,  q^,,  q«,  so  daß  deren 
Koeffizienten  einzeln  übereinstimmen  müssen.  Die  Durchführung 
der  einfachen  Rechnung  ergibt  die  Transformationsformeln: 

*)  Eine  Eechtsdrehung  um  die  positive  -f-Achse  führt  die  positive 
a;-Aclise  auf  dem  kürzeaten  Wege  in  die  positive  y-Achse  über. 

**)    Die    Summe  p^x^^  ~\~Pyyy^~\ h^Pxy^V    ^^^   danach    aU 

skalares  Produkt  zweier  Vektoren  invariant. 
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+  2  (a^i^  a^)  Pj^.-  +  an)  a^)  p^,,  +  a«  a^^)  p..,.) 

p.,  =  a^^)a(^^p.>.>  +  4^^4'^p,,,/  +  a'3i)4^)p.-.. 

+  {a<iya<i^  +  a«af))p^y  -f  ia(^^a<^^  +  a^paf)p,:, 

+  (a^^dp  +  a^^a(p)p^y, 

usw.,  d.  h.  die  Tensorkomponenten  transformieren  sich  wie  die 
aus  den  Koordinaten  gebildeten  Quadrate  x^  usw.  und  Produkte 
xy  usw.  Das  System  der  Maxwellschen  oder  der  elastischen 
Spannungen  (in  ruhenden  Körpern)  wird  durch  einen  symmetri- 
schen Tensor  dargestellt. 

Neben  dem  symmetrischen  Tensor  p  werden  wir  noch  den 
„unsymmetrischen"  Tensor  t  brauchen,  welcher  sich  aus  p 
und  den  beliebigen  Vektoren  g  und  q  durch  die  Definition 

tjk  =  Pjk  —  Qj-q^^,     j,k  =  x,y,2 ifi) 

ableitet.  Bei  ihm  kann  man  die  beiden  Indices  nicht  miteinander 
vertauschen.  Für  die  Transformation  seiner  Komponenten  gelten 
die  Regeln: 

+  d^-'aft.'z'  +  a[^^aft^y  +  afa^Hy,., 

+  a^^^afty,  +  afaft.y  +  a^^afu,' 

+  a^l'>afU,,.  +  a^l'aft^'y  +  a^  V<f  ^,.^ 

usw.,   wie  man  aus   den  Transformationen  für  p,   g  und  q  ohne 

weiteres  ableitet.     Das  Produkt  \%t\  aus  dem  Vektor  %  und  dem 

Tensor  t,  definiert  durch  die  Gleichungen 

usw.,  stellt  auch  hier  einen  Vektor  dar;  denn  es  ist  laut  Definition 
(^)  von  f. 

[2lf]  =  [2lp]-g(2lq) {v) 

Ein  Beispiel  für  einen  unsymmetrischen  Tensor  ist  das 
„Tensorprodukt"  [[2133]]  aus  zwei  Vektoren  21  und  33;  seine 
Komponenten  sollen  sein: 

[[2lS]]y,    =^,-58, M 
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Nact  u  läi3t  sich  der  unsymmetrische  Tensor  t  zurückführen 
aul  einen  symmetrischen,  p,  und  ein  Tensorprodukt  [[SpJJ. 

Ist  n  eine  beliebige  Richtung,  so  lassen  sich  die  drei  Kosinus 
cos{nx),  cos(ny),  cos{nz)  als  die  Komponenten  eines  Vektors  vom 
absoluten  Betrage  1  auffassen.  Die  Vektorprodukte  aus  diesem 
nnd  den  Tensoren  p  bzw.  t  nennen  wir  p„  und  t„,  es  ist  also 

t„  2  =  tx  X  cos  (nx)  -\-txy  cos  (n  y)  +  txz  cos  (nz)  .    .    (v') 

usw.;  für  p„  gelten  analoge  Gleichungen.  Ist  ferner  9^  ein  Skalar, 
90  ist  bei  der  Drehung  des  Achsenkreuzes 

dx  ~     1  dx'  ^    2  0/  ^  "3   ds' 
«sw.     Die  Difierentialquotienten 

dx'      dy'      dz 

transformieren  sich  also  wie  die  Komponenten  eines  Vektors;  sie 
bilden,  wie  man  sagt,  einen  symbolischen  Vektor.  Die  Vektor- 
produkte aus  dem  letzteren  und  p  bzw.  t  bezeichnen  wii-  mit  biO  p 
und  biD  ^     Es  ist  also 

...  dtxx     I     ^'xv     ,      ^^xz  ,    ,,. 

OX      '      Oy      ^     O  2  ^      ' 

Bsw.  Auch  hier  gilt  für  btt)  p  das  Analoge.  Durch  partielle  Inte- 
gration bestätigt  man  nach  (v')  und  (v")  leicht  die  Gleichung: 


jbiöa:^^S  =   —jtnxdß, 


wobei  die  Integration  Hnks  über  einen  geschlossenen  Eaum,  rechts 
über  dessen  gesamte  Oberfläche  auszudehnen  und  unt«r  n  die 
nach  innen  gerichtete  .Normale  des  Flächenelement-es  dö  zu  ver- 
stehen ist.  Man  kann  die  letzte  Gleichung  mit  ihren  Analogen 
für  die  y-  und  ;?-E.ichtung  zusammenfassen  in  die  vektorielle  Be- 
ziehung : 

\hi\)tdS  =  —  \i„d6 (I) 

Diese  bleibt  richtig,  wenn  man  den  unsymmetrischen  Tensor  t  mit 
dem  symmetrischen  p  und  zugleich  t„  mit  pn  vertauscht. 

Bezeichnet  r  den  Radiusvektor,  der  von  einem  beliebigen 
festen  Punkte  nach  dem  Volumelement  dS  hinweist,  so  kann  man 
jenen  festen  Punkt  als  Anfangspunkt  der  Koordinaten  wählen  und 
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dann  Xx  =  ^  usw.  setzen.  Dieselbe  partielle  Integration,  welche 
zu  (I)  führt,  dient  auch  zum  Beweise  der  Gleichungen: 

usw.     Für  den   symmetrischen  Tensor  p  vereinfachen  sie  sich  zu 

j'[r,biüp]cZS=  -J[r^„](Zö (D 

Nach  den  oben  angegebenen  Eegeln  ist  der  Ausdruck 

[q^]-[q[q9]] 

als  Differenz  zweier  Vektoren  selbst  ein  solcher,  g  und  q  sollen 
dieselben  Vektoren  wie  in  (/i)  sein.  Integrieren  wir  seine  Diver- 
genz über  einen  geschlossenen  Eaum,  so  ist  nach  dem  Gauß sehen 
Satz  (y.): 

ldiv[[o,t}  -  [q[q9]]}rZS  =  -  jc?ö{[q^],.  -  [qCqgl],] 

=  —  J  d  (J  |cos  (n  x)  ([q  tj^c  —  [q  [q  g]]  j 

-)-  cos  (w  y)  ([q  t]y  —  [q  [q  g]]  J  +  cos{ns)  ([q  tl  —  [q  [q  ojjjj  • 
Rechnen  wir  hier  die  Komponenten 

[c\t],     und     [q[qg]]x 
aus,  so  finden  wir  als  Faktor  von  cos(nx): 

[qxtxx  +  o,ytx^.  +  c\zt^z  —  (qä/Cq^Sä/  —  (\yQx)  —  q.Cq.'gx  —  q^gz))) 

=  [c\xtxx  +  <]ytxy  +  qztxz  —  {(\y{txy  —  tyx)  —  C\z{tzx  ~  txz))) 
=   {(\xtxx  +  (\ytyx  +  (\itzx)- 

Entsprechend  lauten  die  Faktoren  von  cos(ny)  und  cos(ns). 
Ordnet  man  in  dem  Flächenintegral  nach  den  Komponenten  von  q, 
so  findet  man  schließlich  nach  (v')  für  das  Flächenintegral  den 
Wert: 

—  jd6^(\xtnx-\-  C\ytny  +  q.tn^i  =   —  J  (qt„)d(?. 

Also  ist 

ldiv[l(it]-[qlqQ]^dS  =  -\(citn)d6      .    .    .    (o) 

c)    Die  verschiedenen  Arten  der  Zeitdiifferentiation. 

Ist  Ä  eine  beliebige  Funktion  der  Koordinaten  x,  y,  z  und  der 
Zeit  f,  so  bezeichnen  wir  den  Differentialquotienten  von  A  nach  t 
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dA 
bei  festgehaltenen  x,  y,  z  mit  -s—  •   Oft  aber  baben  wir  unter  A  eine 

Zustandsgröße  eines  mit  der  (räumlich  und  zeitlich  veränderlichen) 

Geschwindigkeit  q   bewegten   Körpers   zu   verstehen  und   uns   zu 

fragen,  wie  sie  sich  in  einem  materiellen,  d.  h.  mitbewegten  Punkte 

ändert.     Den  so  definierten  Differentialquotienten    schreiben   wir 

dA 

-YT'   In  der  Zeit  dt  wachsen  aber  die  Koordinaten  des  mitbewetrten 
üt  " 

Punktes  um  clx  =  c\xdt  usw.,  also  ist 

,  .  dA  ^,    ,    d  A  ^      ,    dA  7      ,   dA  , 

aA  =  -T-  dt  +  -r-  dx  4-  -r- du  -j-  -3—  dz 
dt         *    dx  ^    dy    ^        dz 

_  (dA   ,        dA    .        dA   .       dA\  ,, 
mithin 

^==^-^(^^'"«'^^) ^^> 

Femer  wird  manchmal  nach  der  Veränderung  des  Produktes  AdV 
gefragt,  wobei  8V  ein  materielles  Volumenelement  im  bewegten 
Körper  ist.     Bekanntlich  ändert  sich  6  F  in  der  Zeit  dt  um 

döV=  8r.divq.dt, 

also  ist  [vgl.  Rechnungsregel  (^)  und  (Tt)] 

"Wir  definieren  nun  den  Differentialquotienten  A  so,  daß 

wird,  und  finden  dementsprechend: 

A=^  +  div(Aq) (()') 

In  der  klassischen  Mechanik  und  ebenso  in  der  Eelativitäts- 
theorie  gilt  z.  B.  für  den  Zusammenhang  zwischen  Kraftdichte  ^ 
und  Impulsdichte  g  die  Gleichung : 

1=5      oder      -~^j-  =  %oV, 

welche  man  aber  auch  aus  dieser  (Lagrangeschen)  in  die  Euler- 
eche Form 

gx  +  div  (g^q)  =  ^x  usw. 
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umsclireiben  kann.  (Vgl.  G.  Kirchhof  f,  Mechanik,  15.  Vorlesung, 
Leipzig  1897  und  §  28b  dieser  Schrift.) 

Schließlich  betrachten  wir  noch  eine  Fläche  d(3,  deren  Punkte 
die  (stetig  variierende)  Geschwindigkeit  q  haben;  ihre  Normale  n 
wählen  wir  zunächst  so,  daß  sie  mit  der  Geschwindigkeit  q  einen 
spitzen  Winkel  bildet     Wir  untersuchen  die  Veränderung 

d(?t„J<7) 

welche  der  Ausdruck  ?I„5<5  in  der  Zeit  dt  erleidet,  wenn  31  ein 
beliebiger  Vektor  ist.     Wir  denken  uns  zu  diesem  Zwecke  %  für 

jeden  festen  Raumpunkt  fürs  erste  unveränderlich,  d.  h.  -^r  =  0, 

und  berechnen  unter  dieser  Annahme  das  Produkt  div'UdS,  wobei 
dS  =  c\n^<3dt  der  Inhalt  des  Zylinders  ist,  welchen  die  Fläche  dö 
bei  ihrer  Bewegung  in  der  Zeit  dt  beschreibt.  Nach  dem  Gauß- 
schen  Satze  ist 

div%.cinS<Sdt  =  div%dS  =  —j%n''d6\ 

wobei  die  Integration  nach  dö'  sowohl  über  die  Grundflächen  als 
den  Mantel  des  Zylinders  zu  erstrecken  ist.  Der  Anteil  der  Grund- 
flächen daran  ist,  da  die  Normale  n'  bei  beiden  in  das  Innere 
weist,  also  einmal  dieselbe,  das   andere  Mal  die  entgegengesetzte 

di%^öö) 
Richtung  hat  wie  n,  gleich j-—dt.     Den  Mantel  aber  können 

wir  in  parallelepipedische  Elemente  dö'  zerlegen,  welche  aus  den 
Strecken  qdt  und  den  Linienelementen  ds  der  Randkurve  von  So 
gebildet  sind,  ds  werde  dabei  in  dem  der  Normalen  n  wie  beim 
Stokesschen  Satz  entsprechenden  Sinne  positiv  gerechnet.  Der 
Inhalt  eines  solchen  Elementes  ist  dö'  =  qdssin(c\,ds)dt,  also 
gleich  dem  absoluten  Wert  des  Vektorproduktes  [ds,q]dt.  Letz- 
teres hat  aber  die  Richtung  der  Normalen  von  dö',  also  ist  [vgl.  (ß)] 

r„dö'  =  {%lds,q])dt  =  ids[q^])dt  =  [q%}sdsdt, 

mithin  der  Anteil  des  Mantels  an   dem  Flächenintegral  nach  (A) 

^  ^''^  '  dtj[q%]sds  =  rotn[(\n]dödt 

°  dÄ 

und  wir  finden  unter  der  Annahme  -3—  =  0: 

ot 
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Fügen  wir  endlicli  noch  die  von  der  Bewegung  unabhängige  Ver- 
dt 


änderung  -^06  additiv  hinzu,  so  folgt: 


^^  =  ^'&r  +  ^^  '^^'  2(  4-  rot,,  [^[q]). 
Wir  können   mithin  einen  Vektor  21  so   definieren,   daß  für  Jede 
Orientierung  der  Fläche  Öö 

§löö  =  ^%^   ........     (45) 

—n  dt  ^    ■' 

ist:  dann  ist  nämlich 

i.  =  ^  +  q  c?«?;  21  +  rot  [^Tq] (<J') 

Die  beschränkende  Annahme  eines  spitzen  Winkels  z^^ischen  n 
und  q  spielt  offenbar  in  Formel  (ö)  keine  Rolle  mehr;  beide  Seiten 
wechseln  ihr  Vorzeichen,  wenn  n  die  Richtung  umkehrt. 

d)  Bezeichnung  und  Maßsystem  der  physikalischen 
Größen. 

Wir  beziehen  alle  Größen  auf  das  absolute  Maßsystem,  indem 
wir  als  Einheiten  Gramm  (g),  Zentimeter  (cm),  Sekunde  (sec)  und 
Celsiusgrad  (grad)  zugrunde  legen.  AVir  messen  also  die  Kraft 
in  Dyn,  die  Energie  einschließHch  der  Wärme  in  Erg.  Die  Masse 
(„Ruhmasse")  bezeichnen  wir  mit  m  {rrin  ist  in  §  35  und  36  die 
Ruhmasse  im  „Normalzustand"),  die  longitudinale  und  trans- 
versale Masse  mit  w?j  und  Wf.  die  Dichte  (spezifisches  Gewicht) 
mit  li,  die  Energie  mit  E,  ihre  Dichte  mit  W,  das  Wärmequantum, 
wenn  es  einem  Körper  bei  einem  bestimmten  physikalischen  Vor- 
gange zugeführt  wird,  mit  Q,  mit  H  dagegen,  wenn  es  auf  die 
Zeiteinheit,  und  mit  Q,  v/enn  es  avif  die  Zeit-  und  Volumeneinheit 
bezogen  wird.  T  ist  die  absolute  Temperatur,  S  die  Entropie,  T  die 
freie  Energie,  p  der  (relative)  Druck;  ^  soU  die  Kraft,  %  die  Kraft 
pro  Volumeneinheit  (Kraftdichte),  ^t  das  Drehmoment,  @  den 
Impuls,  g  dessen  Dichte,  S  den  Drehimpuls  bedeuten;  mit  <S  be- 
zeichnen wir  die  Dichte  des  Energiestromes,  mit  q  die  Geschwindig- 
keit, mit  q  die  Beschleunigung  eines  Körpers,  t)  hingegen  ist 
stets  die  Geschwindigkeit  des  „gestrichenen"  Systems  K'  gegen 
das  „ungestrichene",  K,  und  0=3.  10^"  cm  'sec~^  der  Absolutwert 
der  Lichtgeschwindigkeit  im  leeren  Raum.  Zur  Abkürzung  setzen 
wir  häufig :  v:  c  =  ß. 
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Die  elektromagnetischen  Größen  lassen  sich  bekanntlich  anf 
verschiedene  Arten  mit  dem  absoluten  Maßsystem  in  Verbindung 
setzen.  Wir  verfahren  im  folgenden  wie  H,  A.  Lorentz  in  der 
Enzyklopädie  der  mathem.  Wissensch.  V,  1,  Art.  13  und  14.  Dies 
an  Heaviside  anknüpfende  Lorentzsche  Maßsystem  stimmt 
mit  dem  gewöhnlich  als  elektrostatisch  bezeichneten  in  den  Dimen- 
sionen völlig  überein,  unterscheidet  sich  aber  von  ihm  in  den  Ein- 
heiten und  erreicht  so  den  Vorteil,  daß  der  Faktor  4  jr  aus  den 
Feldgleichungen  der  Maxwell  sehen  Theorie  verschwindet  [vgl. 
(I)  bis  (X)].     Freilich  tritt  er  dafür  in  allen  Potentialformeln  auf, 

weil  das  elektrostatische  Potential  einer  Punktladtinff  e  jetzt  -. 

o      j  4  71  r 

ist.  Da  aber  eine  solche  Ladung  Kugelsymmetrie  aufweist,  hat  er 
hier  eine  gewisse  sachliche  Berechtigung;  zugleich  spielen  diese 
Fonneln  eine  geringere  Eolle  in  der  Theorie  als  die  Grund- 
gleichungen, so  daß  man  ihm  weniger  häufig  begegnet. 

Im  Lorentz  sehen  Maßsystem  sind  die  Dielektrizitätskon- 
stante £  und  die  magnetische  Permeabilität  fl  reine  Zahlen  und 
für  den  leeren  Raum  beide  gleich  1.  Die  elektrische  Feldstärke 
und  Verschiebung,  (*  und  2),  haben  ebenso  wie  die  entsprechenden 
magnetischen  Vektoren,  ^  und  33,  die  Dimensionen  [g"'«  cm^/2  sec~^], 
desgleichen  die  den  elektrischen  Strom  hervorrufende  „treibende 
elektrische  Kraft"  (£*,  welche  in  der  Relativitätstheorie  (vgl.  §  22) 
von  (§.  zu  unterscheiden  ist;  die  Elektrizitätsmenge  e  ist  von  der 
Dimension  [g^'2  cm^'«  sec~^].  XJber  die  Einheiten  verfügen  wir  so,  daß 
die  Abstoßungskraft  zweier  ruhender  Elektrizitätsmengen  e  und  e' 

im  Abstand  r  voneinander  im  leeren  Raum  -; 5  ist,  daß  ferner 

4  n  ?- 

die  Kraft,  welche  e  im  Felde  von  der  Stärke  ]{Sj  erfährt,  e\(i.\ 
wird.    Die  Einheit  der  Elektrizitätsmenge  ist  durch  das    -fache 

der  elektrostatischen  Einheit,  die  Maßzahl  einer  bestimmten  Elek- 
trizitätsmenge somit  y4jrmal  so  groß,  wie  die  elektrostatische. 
Um  den  Vergleich  mit  experimentellen  Daten  zu  erleichtern, 
empfiehlt  es  sich,  die  Multiplikation  mit  \  4:7t  nicht  auszuführen, 
sondern  z.  B.  für  das  elektrische  Elementarqnantum  den  Wert 

4,65  .  10-1"  .  y7^[g''2cm''2sec-i] 
anzugeben.    Wie  e  verhält  sich  auch  die  wahre  elektrische  Dichte  Q 
und    die    elektrische    Stromdichte   -3.      Die   Leitfähigkeit   (5    wird 

Laue,  Relativitätsprinzip.     4.  Aufl.  J9 
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-iJrmal  so  groß  wie  im  elektrostatischen  System.  Ist  die  Laduug  e 
über  die  Fläche  einer  Kugel  vom  Radius  a  gleichmäßig  verteilt,  so 
ist  die    elektrostatische  Energie  im    elektrostatischen   Maßsystem 

^,  bei  gleichmäßiger  Verteilung  über  das  Volumen  aber  -  ,  im 
^  et  ö  (l 

Lorentz sehen  Maßsystem  daher  ^; — -  bzw.  ^r- Wo   wir   die 

•^  ySjta  20  Jia 

elektromagnetische  Energie,  Impuls  usw.  von  mechanischer  Energie 
und  Impuls  zu  unterscheiden  haben,  geschieht  dies  du.rch  den 
Index  e,  also  z.  B.  Eg  und  ©e-  ^  ist  das  skalare,  31  das  vektorielle 
verzögerte  Potential. 

Von  den  Vierervektoreu  ist  Y  die  V'ierergesch windigkeit, 
Y  die  Viererbeschleunigung,  F  (Digamma)  die  Viererkraft,  F  der 
elektrische,  M  der  hydrodynamische  Viererstrom,  A  die  Vierer- 
leitung, O  das  Viererpotential.  Der  Buchstabe  K  hat  eine  doppelte 
Bedeutung;  in  vj  22  ist  er  für  die  Viererkonvektion,  in  >;  26  u.  f. 
für  den  Minkowski  sehen  Kraftvektor  gebraucht.  Zu  den 
Sechservektoren  gehört  der  Feldvektor  Sät,  welcher  die  Feld- 
stärke (S  und  die  Verschiebung  iß  umfaßt,  und  der  Verschiebungs- 
vektor SS,  dessen  Komponenten  die  Raumvektoren  3)  und  !^  an- 
ffeben:  im  leeren  Raum  sind  beide  miteinander  identisch. 
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